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B} Buhafta

Ogrenme giktilari. Bu haftanin sonunda ikili arama agacini (binary search tree, BST) — ekleme (insert), arama
(search) ve silmenin ti¢ durumunu (yaprak, tek gocuk, iki gocuk) — agiklayabilecek, gizebilecek ve
uygulayabileceksiniz; ayrica koti bir ekleme sirasinin bir BST'yi bagli listeye doniistiirebilecegini agiklayabileceksiniz.
Ardindan bunu 6nleyen dort farkli yaklagimla tanisacaksiniz: AVL agaci (kati bir denge ¢arpani (balance factor) ve
doért dondiirme (rotation) durumu: LL, RR, LR, RL), kirmizi-siyah agag (red-black tree) (daha gevsek, renge dayali bir
denge, daha az dondiirme), splay agaci (splay tree) (hi¢ kati denge yok — bunun yerine erigim &riintiilerine uyum
saglar) ve 2-3 agaci (asla egrilmez, ¢linkl yapraklarda degil kokte, yukari dogru biydr). Son olarak, tek bir anahtar
yerine bir araltk sorusuna 0(log n) 'de yanit veren iki 6zel amacli agacla tanisacaksiniz: segment agaci (segment
tree) (bir kez kurulur, gok kez aralik toplami sorgulanir) ve Fenwick agaci / ikili indeksli agag (binary indexed tree,
BIT) (ayni fikir, tek bir aritmetik hile — i & -i — ve diiz bir dizi ile). Bu giktilar ders izlencesinin 0G.1 (temel veri
yapilarini aciklama), 0G.2 (algoritmik karmasikhigi analiz etme) ve 0C.7 (bir problem icin dogru yaplyi segme)
ciktilarina karsilik gelir.

Onceden bilmeniz gerekenler. Hafta 4, bu haftanin tamaminin iizerine kuruldugu kelime dagarcigini verdi: bir ajac,
ebeveyn/cocuk kenarlariyla baglh, dongisiiz diigiimlerdir; kok (root), yaprak (leaf), derinlik (depth), yiikseklik
(height), alt agag (subtree); 6zyinelemeli dolagmalar (inorder, preorder, postorder) ve kuyruk tabanl seviye sirali
(level-order) dolagsma ( REPO\tools\dsanim\algorithms\week4\level-order-traversal.js — bu haftanin ajag
gizimleri tam olarak ayni yerlesim fikrini kullanir: sola 6zyinele, yerlestir, saga 6zyinele). Ama Hafta 4'lin 6begi (heap)
bu haftanin agaclar gibi hi¢ sirali degildi — bir 6bek yalnizca "ebeveyn ¢ocuklarindan iyidir" der, "solda olan her sey
kiicliktlr" demez. Bu hafta, bu siralama kuralini ilk kez ekliyor.

3 saatlik bir oturum igin zaman plani. ikili arama agaci: ekleme, arama, silme (~35 dk) - denge neden 6nemli,
dejenere (degenerate) durum (~10 dk) - AVL agaclari: dondirmeler, ekleme, silme (~45 dk) - kisa bir ara - kirmizi-
siyah agaglar (~25 dk) - splay agaclari (~20 dk) - 2-3 agaclari (~15 dk) - segment agaclari (~15 dk) - Fenwick agaglari
(~15 dk) - teknik segme, toparlama ve kendini sinama (~10 dk).

0. Baslamadan once

0.1 Zaten bildikleriniz

Hafta 4, bu haftanin yeniden kullandidi her kelimeyi verdi. Bir agag (tree), ebeveynden gocuga yonlii kenarlarla bagh
digimler kiimesidir; tam olarak bir diigiimiin — kok (root) — ebeveyni yoktur ve dongii yoktur. Cocugu olmayan bir digim
yapraktir (leaf). Bir digiimiin derinligi (depth), kokten ona kag kenar oldugudur (kékiin derinligi 0'dir); bir agacin
yiiksekligi (height), herhangi bir diigiimiiniin en biyik derinligidir (tek digimli bir agacin yiksekligi 0'dir; bos bir agacin
ylksekligi, gelenek geregi, -1'dir). Bir diigiim, tiim soyu ile birlikte bir alt agagtir (subtree). Ayrica bir agacin her digimdni
ziyaret etmeyi de zaten biliyorsunuz — inorder, preorder, postorder (6zyinelemeli, gagri yiginini kullanarak) ve seviye sirali
(level-order, dongiisel, agik bir kuyruk kullanarak) — ve somut bir agag bigimini, ikili obegi (binary heap), biliyorsunuz;
orada her diigiim "ebeveyn, gocuklarindan (>=/<=) iyidir" kuralina uyar, ama sol ile sag hakkinda hi¢bir sey vaat edilmez.
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Gergekten yeni bir fikir: siralama. Bu haftanin ilk yapis, ikili arama agaci (BST), 6begin hi¢ sahip olmadigi bir kural ekler:
her diigiimde, sol alt agagtaki her anahtar kiigliktir, sag alt agagtaki her anahtar blyuktir. Tam olarak bu kural, "bir agact”
0(n) yerine 0(yiikseklik) 'te arayabileceginiz bir yapiya donustiriir — ama, bélim 4'te goreceginiz gibi, siradan bir
BST'nin yiiksekligi tamamen anahtarlarin hangi sirayla geldigine baghdir — bu da tam olarak bu haftanin geri kalan
adagclarinin her birinin farkli bir sekilde ¢6zdiigu problemdir.

0.2 Bu haftanin haritasi

ikili arama agaci (BST): Kendini dengeleyen BSTler
ralama kuralt dort farki strateji

delete: yaprak / tek gocuk /
iki Gocuk (ardille)

AVL: kat denge garpan

Splay: kati denge yok - son
LU/RR/LR/RL dondirmeleri

kullanilan kike yakin kalir

2:3 agact:asla egriimez
kakte yukan dogru bilyir

Asagidaki her kutunun kendi adim adim animasyonu, tam bir C ve Java programi ve karmasiklik ile sik hatalar tizerine bir
notu var.

1. ikili arama agacr: ekleme (insert)

1.1 Basglangi¢ sorusu

Hafta 1 size sirali bir dizi lizerinde ikili aramay! (binary search) verdi — hizli (0(1log n) ), ama sirali bir diziye yeni bir deger
eklemek 0(n) tutar (ondan sonraki her eleman kaymalidir). Hafta 2'nin bagl listesi 0(1) 'de ekler ama yalnizca 0(n) 'de
aranabilir (kisayol yok, bastan yiiriimelisiniz). 0(n) 'den daha az siirede hem ekleyen hem de arayan bir yapi var mi? ikili
arama agacil, her digimde tek bir kuralla evet yanitini verir: sol kiigiik, sag biiyiik.

BST, 1960 civarinda birkag kisi tarafindan birbirinden bagimsiz tanimlandi (P. F. Windley, A. D. Booth ve A. J. T. Colin, ve T.
N. Hibbard, 1959-1962 arasinda birbirine yakin fikirler yayimladilar); Hibbard'in 1962 makalesi genellikle silme iglemini —
tam olarak bolim 3'lin ele aldigr islemi — ¢ozmesiyle anilir.

1.2 Soyut veri tiru

islem Ne yapar On kosul Karmasiklik (yiikseklik
h)

insert(key) key 'i dogru sirali yerine ekler; yinelenen (duplicate) yok 0(h)

yoksayihr
search(key) key 'in var olup olmadigini bildirir yok o(h)
delete(key) Varsa key 'i kaldirir; olmayan bir anahtar higbir sey yapmaz yok 0(h)

(no-op)
min / max En kiicik / en biyiik anahtar adac bos 0(h)

degil

h, agacin su anki yuksekligidir. Dengeli bir BST i¢cin h = 0(1log n) 'dir; bdlim 4, siradan bir BST igin h 'nin ne kadar
kotiilesebilecegini tam olarak gosterir.
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1.3 Bellekte nasil durur, ve kod

Bir BST diigiim kiiglik bir yapidir: bir key, ve iki gocuk gostericisi, left ve right (ikisi de NULL olabilir). insert,
kokten asagi, tam olarak bir arama gibi, her diigimde key 'i karsilastirarak, bos bir yuva (bir NULL ¢ocuk) bulana kadar
yirir — yeni digim iste oraya baglanir.

Animasyonu oynatin, ya da < — ile adim adim ilerleyin; insert 'in agagi yirtyip yeni bir yapragi, birer birer
karsilagtirmayla nasil bagladigini izleyin.

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz Page 3 /133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

1. Ikili arama agaci (binary search tree, BST) her 2. Bos bir yuvaya ulastik (cur == NULL). Yeni digiim
digumde su kurali korur: sol alt agactaki her anahtar 50 burada yaratilir, agac¢ bostu, o ytizden yeni kok
kiclk, sag alt agactaki her anahtar biyuktdr. 10 (root) olur.
anahtari sirayla ekleyecegiz. Agag su an bos (root =
NULL).

SEEEE S EEE
(=) = ®
3. insert(30) — 50 yolundan sonra yeni yaprak olarak 4. insert(70) — 50 yolundan sonra yeni yaprak olarak
eklendi. eklendi.

5 ES 7 [aa |

58 38 70 |[ 20 || = ] ] a -
@ g8 || s || 35 || &5 || 2 e g8 |[se || 35 || & || 9

5. insert(20) — 50 -> 30 yolundan sonra yeni yaprak 6. insert(40) — 50 -> 30 yolundan sonra yeni yaprak
olarak eklendi. olarak eklendi.

() EEEEE
(=] ()
OBNORNO

7. insert(60) — 50 -> 70 yolundan sonra yeni yaprak 8. insert(80) — 50 -> 70 yolundan sonra yeni yaprak
olarak eklendi. olarak eklendi.
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3 || e || =2

9. insert(35) — 50 -> 30 -> 40 yolundan sonra yeni 10. insert(65) — 50 -> 70 -> 60 yolundan sonra yeni
yaprak olarak eklend.i. yaprak olarak eklendi.

11. insert(90) — 50 -> 70 -> 80 yolundan sonra yeni 12. Bitti: 10 anahtar islendi. Her ekleme, agacin

yaprak olarak eklend.i. yliksekligi (height) kadar karsilastirma yapar —
dengeli bir agacta bu O(log n), ama sira kotli olursa
(bak: bst-degenerate) O(n)'e kadar cikabilir.

Segcicide ayrica 14 anahtar, negatif degerler ve bir yineleneni var (zor) ve ug durumlari — 10 deger, yalniz 3 farkli anahtar,
10 anahtar artan sirada (zincire yaslanmaya basladigini izleyin — bolim 4 bunu ileri gotirir), ve tek bir anahtar — deneyin;
ya da dort zorluk seviyesinde rastgele veriigin & digmesine basin, ya da kendi degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x bst_insert.c && /tmp/x

Beklenen ¢ikti:
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-- normal: 108 keys, a moderately mixed order --

insert(50): inorder = 58 height = ©

insert(30): inorder = 30 50 height = 1

insert(70): inorder = 30 50 70 height = 1

insert(20): inorder = 20 30 50 70 height = 2

insert(40): inorder = 20 30 40 50 70 height = 2

insert(60): inorder = 20 30 40 50 60 70 height = 2
insert(80): inorder = 20 30 40 50 60 70 80 height = 2
insert(35): inorder = 20 30 35 40 50 60 70 80 height = 3
insert(65): inorder = 20 30 35 40 50 60 65 70 80 height = 3
insert(90): inorder = 20 30 35 40 50 60 65 70 80 90 height = 3

-- hard: 14 keys, negative values and a repeat --
insert(10): inorder = 180 height = ©
insert(-5): inorder = -5 18 height = 1
insert(25): inorder = -5 10 25 height = 1
insert(10): inorder = -5 10 25 height = 1
insert(-20): inorder = -20 -5 10 25 height = 2
insert(5): inorder = -20 -5 5 10 25 height = 2
insert(17): inorder = -20 -5 5 10 17 25 height = 2
insert(30): inorder = -20 -5 5 10 17 25 30 height = 2
( = 2
(
(
(
(
(

insert(-5): inorder = -20 -5 5 10 17 25 30 height

insert(3): inorder = -20 -5 3 5 10 17 25 30 height = 3

insert(22): inorder -20 -5 3 5 10 17 22 25 30 height = 3
insert(40): inorder = -20 -5 3 5 10 17 22 25 30 40 height = 3
insert(-15): inorder = -20 -15 -5 3 5 10 17 22 25 30 40 height = 3
insert(12): inorder = -20 -15 -5 3 5 10 12 17 22 25 30 40 height =

3

-- edge: 10 values, only 3 distinct keys --

insert(8): inorder = 8 height = @

insert(8): inorder = 8 height = @

insert(3): inorder = 3 8 height = 1

insert(8): inorder = 3 8 height = 1

insert(3): inorder = 3 8 height = 1

insert(15): inorder = 3 8 15 height = 1

insert(3): inorder = 3 8 15 height = 1

insert(8): inorder = 3 8 15 height = 1

insert(15): inorder = 3 8 15 height = 1

insert(8): inorder = 3 8 15 height = 1

-- edge: 10 keys in ascending order -- forms a near-chain --

insert(1): inorder = 1 height = @

insert(2): inorder = 1 2 height = 1

insert(3): inorder = 1 2 3 height = 2

insert(4): inorder = 1 2 3 4 height = 3

insert(5): inorder = 1 2 3 4 5 height = 4

insert(6): inorder = 1 2 3 4 5 6 height =5

insert(7): inorder =12 3 456 7 height = 6

insert(8): inorder =12 3 456 7 8 height =7

insert(9): inorder =12 3 456 7 89 height = 8
(

insert(10): inorder =12 3 456 7 8 9 10 height = 9

-- edge: a single key --
insert(42): inorder = 42 height = ©
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B Tam program: bst_insert.c v

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz Page7/133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

/* Week 11 -- Advanced Trees

* Binary search tree (BST): insert. Duplicates are ignored (tree unchanged).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
5/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
} Node;

Node *bst_insert(Node *root, int key) {

Node *cur = root, *parent = NULL;

while (cur != NULL) {
parent = cur;
if (key == cur->key) return root; /* duplicate: tree unchanged */
if (key < cur->key) cur = cur->left;
else cur = cur->right;

}

Node *n = malloc(sizeof(Node));

n->key = key;

n->left = NULL;

n->right = NULL;

if (parent == NULL) return n; /* empty tree: n is the new root */
if (key < parent->key) parent->left = n;
else parent->right = n;

return root;

}

static int height(Node *n) {
if (n == NULL) return -1;
int 1 = height(n->left), r = height(n->right);
return 1+ (L >r 21 :r);

}

static void print_inorder(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder(n->left);
printf(" %d", n->key);
print_inorder(n->right);

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {

printf("-- %s --\n", label);

Node *root = NULL;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
root = bst_insert(root, keys[i]);
printf("insert(%d): inorder =", keys[i]);
print_inorder(root);
printf(" height = %d\n", height(root));

}

printf("\n");

free_tree(root);
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int main(void) {
int normal[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
run_scenario("normal: 10 keys, a moderately mixed order", normal, 10);

int hard[] = {10, -5, 25, 10, -20, 5, 17, 30, -5, 3, 22, 40, -15, 12};
run_scenario("hard: 14 keys, negative values and a repeat”, hard, 14);

int dup[] = {8, 8, 3, 8, 3, 15, 3, 8, 15, 8};
run_scenario("edge: 10 values, only 3 distinct keys", dup, 10);

int sorted[]
run_scenario(

{1, 2,38, 4,5 6,7, 8 9, 10},
edge: 10 keys in ascending order -- forms a near-chain", sorted, 10);

int single[] = {42};
run_scenario("edge: a single key", single, 1);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j BstInsert.java && java -cp /tmp/j BstInsert

Beklenen ¢ikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: BstInsert.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Binary search tree (BST): insert. Duplicates are ignored (tree unchanged).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
5/
public class BstInsert {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;

static Node bstInsert(Node root, int key) {
Node cur = root, parent = null;
while (cur != null) {
parent = cur;

if (key == cur.key) return root; // duplicate: tree unchanged
if (key < cur.key) cur = cur.left;
else cur = cur.right;

}

Node n = new Node();

n.key = key;

n.left = null;
n.right = null;

if (parent == null) return n; // empty tree: n is the new root
if (key < parent.key) parent.left = n;
else parent.right = n;

return root;

}

static int height(Node n) {

if (n == null) return -1;
int 1 = height(n.left), r = height(n.right);
return 1 + Math.max(1l, r);

}

static void printInorder(Node n, StringBuilder sb) {
if (n == null) return;
printInorder(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key);
printInorder(n.right, sb);

}

static void runScenario(String label, int[] keys) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) {
root = bstInsert(root, key);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorder(root, sb);
System.out.println("insert(" + key + "): inorder =" + sb + " height = " +
height(root));
}
System.out.println();
}

public static void main(String[] args) {
int[] normal = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
runScenario("normal: 10 keys, a moderately mixed order", normal);

int[] hard = {10, -5, 25, 10, -20, 5, 17, 30, -5, 3, 22, 40, -15, 12};
runScenario("hard: 14 keys, negative values and a repeat", hard);

int[] dup = {8, 8, 3, 8, 3, 15, 3, 8, 15, 8};
runScenario("edge: 10 values, only 3 distinct keys", dup);
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int[] sorted = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
runScenario("edge: 10 keys in ascending order -- forms a near-chain", sorted);

int[] single = {42};
runScenario("edge: a single key", single);

1.4 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. Hem en iyi hem ortalama durum 0(h) 'dir; h agacin su anki yiiksekligidir; en kot durumda (bkz. bolim 4)
h, n - 1'eulasabilir, insert'i 0(n) yapar. Ekstra alan 0(1) 'dir (bir yeni digim).

Sik yapilan hatalar

e insert 'ten (olasiyeni) root 'udondiirmeyi unutmak — C/Java'da referans parametreler olmadan, ¢agiranin
root degiskeni kendiliginden glincellenmez; her zaman root = bst_insert(root, key); yazmalisiniz.

 Yinelenen kontroliinde <= yerine < (ya da tersi) kullanmak, sessizce "yinelenen: yoksayildi"yi "yinelenen: sag
cocuk olarak tekrar eklendi'ye gevirip siralama degismezini bozar.

e parent gostericisini kaybetmek: cur 'u, ziyaret edilen son NULL -olmayan digimdi hatirlamadan NULL 'a kadar
ylritirseniz, yeni digimu baglayacak bir yeriniz kalmaz.

+/ Kendini sina: yukaridaki 'artan sira’ u¢ durumunda, neden her yeni anahtar hep SAG gocuk olur, hig sol v
olmaz?

ilkinden sonra eklenen her anahtar, agacta zaten var olan her anahtardan biiyiiktiir (girdi artan sirada oldugu icin), bu
ylizden inigteki her diigiimde key > cur->key dogdrudur — yiirliylis her zaman saga gider ve yeni yaprak her zaman
bir sag ¢ocuk olarak eklenir. Bu, bolim 4'Gn ayrintili inceledigi tam olarak o zincir bigimidir.

2. Bir BST'de arama (search)

2.1 Baslangig sorusu

insert zaten anahtarlar karsilastirarak asagi yiriiyor — search de neredeyse ayni yuriyustur, yalniz bir sey yaratmadan.
Siralama kurali verildiginde, search 'iin en kot durumda kag digim ziyaret etmesi gerekir, ve bu sayi neye baghdir?

2.2 Fikir

Her diigiimde, hedefi digimiin anahtariyla karsilastirin: esitse bulundu; kiigiikse "yalnizca sol alt agacta olabilir" (siralama
kural bunu garanti eder — sag alt agacta higbir sey daha kiigiik olamaz); biiyiikse ayna goriintlisu. Bir eslesmeden 6nce
ulasilan NULL , anahtarin hig var olmadig§i anlamina gelir.
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2.3 Bellekte nasil durur, ve kod

search, insert 'ininisindeki ayni karsilastirma mantigini yeniden kullanir, yalniz bir digim yaratmak yerine bir boole
donddrir. Genel bir probes sayaci (Hafta 6'nin karma (hash) tablolarindan beri kullandi§iniz tGslupla) aramanin gergekte
kag karsilastirma yaptigini kaydeder.
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1. keys icindeki 10 anahtari sirayla ekleyerek bu ikili 2. search(65) — digim 50: 65 > 50, saga iniyoruz.
arama agacini (BST) kurduk (bkz: bst-insert). Simdi
finds icindeki degerleri arayacagiz.

3. search(65) — digim 70: 65 < 70, sola iniyoruz. 4. search(65) — diglm 60: 65 > 60, saga iniyoruz.

5. search(65) — digiim 65: eslesti! probes = 4. 6. search(20) — 3 karsilastirmada bulundu.
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& ©

7. search(90) — 4 karsilastirmada bulundu. 8. search(55) — 3 karsilagstirmadan sonra bulunamadi
(kesikli daire nerede olacagini gosterir).

9. search(100) — 4 karsilastirmadan sonra bulunamadi 10. Bitti: 5 arama tamamlandi. Her arama en fazla
(kesikli daire nerede olacagini gosterir). agacin yiksekligi kadar karsilastirma yapar.

Secicide ayrica 14 anahtar, negatif degerler, 5 arama (zor) ve u¢ durumlari — en kiigiikten kiigiik ve en biiyiikten biiyiik
arama, artan sirada eklemelerle kurulmus bir zincirde son anahtar arama, ve tek bir diigiim — deneyin; ya da dort zorluk
seviyesinde rastgele veri igin & diigmesine basin, ya da kendi deg@erlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x bst_search.c && /tmp/x

Beklenen ¢ikti:
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-- normal: 10 keys, 3 hits and 2 misses --
tree built from 10 keys

search(65): found, 4 probes

search(20): found, 3 probes

search(90): found, 4 probes

search(55): not found, 3 probes
search(100): not found, 4 probes

-- hard: 14 keys with negative values, 5 searches --
tree built from 14 keys

search(-20): found, 3 probes

search(60): found, 5 probes

search(0): not found, 4 probes

search(-5): found, 2 probes

search(99): not found, 5 probes

-- edge: searching below the minimum and above the maximum --
tree built from 10 keys

search(-1000): not found, 4 probes

search(1000): not found, 4 probes

search(50): found, 1 probes

-- edge: searching for the last key in a chain built from ascending inserts (0(n)) --
tree built from 10 keys

search(10): found, 10 probes

search(1): found, 1 probes

search(11): not found, 10 probes

-- edge: a single node, search the root and a missing value --
tree built from 1 keys

search(7): found, 1 probes

search(3): not found, 1 probes
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B Tam program: bst_search.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* Binary search tree (BST): search.

* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
)

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
} Node;

static Node *bst_build_insert(Node *root, int key) {
Node *cur = root, *parent = NULL;
while (cur != NULL) {
parent = cur;
if (key == cur->key) return root;
if (key < cur->key) cur = cur->left; else cur = cur->right;
}
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL;
if (parent == NULL) return n;
if (key < parent->key) parent->left = n; else parent->right = n;
return root;

int probes;

int bst_search(Node *root, int key) {
Node *cur = root;
probes = 0;
while (cur !'= NULL) {
probes++;
if (key == cur->key) return 1;
if (key < cur->key) cur = cur->left;
else cur = cur->right;
}
return 0;

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int nk, const int finds[], int nf)
{
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; i1 < nk; i++) root = bst_build_insert(root, keys[i]);
printf("tree built from %d keys\n", nk);
for (int i = 0; i < nf; i++) {
int found = bst_search(root, finds[i]);
printf("search(%d): %s, %d probes\n", finds[i], found ? "found" : "not found", probes);
}
printf("\n");
free_tree(root);

int main(void) {
int normal_keys[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
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int normal_finds[] = {65, 26, 90, 55, 100};
run_scenario("normal: 10 keys, 3 hits and 2 misses", normal_keys, 10, normal_finds, 5);

int hard_keys[] = {10, -5, 25, 4@, -28, 5, 17, 30, 45, 3, 22, -15, 12, 60};
int hard_finds[] = {-20, 68, 0, -5, 99};
run_scenario("hard: 14 keys with negative values, 5 searches", hard_keys, 14, hard_finds, 5);

int bound_keys[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};

int bound_finds[] = {-1000, 1000, 50};

run_scenario("edge: searching below the minimum and above the maximum", bound_keys, 10,
bound_finds, 3);

int chain_keys[] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};

int chain_finds[] = {10, 1, 11};

run_scenario("edge: searching for the last key in a chain built from ascending inserts
(0(n))", chain_keys, 10, chain_finds, 3);

int single_keys[] = {7};

int single_finds[] = {7, 3};

run_scenario("edge: a single node, search the root and a missing value", single_keys, 1,
single_finds, 2);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j BstSearch.java && java -cp /tmp/j BstSearch

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: BstSearch.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Binary search tree (BST): search.
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
2
public class BstSearch {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;

static Node bstBuildInsert(Node root, int key) {
Node cur = root, parent = null;
while (cur != null) {
parent = cur;
if (key == cur.key) return root;
if (key < cur.key) cur = cur.left; else cur = cur.right;
}
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null;
if (parent == null) return n;
if (key < parent.key) parent.left = n; else parent.right = n;
return root;

static int probes;

static boolean bstSearch(Node root, int key) {
Node cur = root;

probes = 0;
while (cur != null) {
probes++;
if (key == cur.key) return true;
if (key < cur.key) cur = cur.left;
else cur = cur.right;
}

return false;

}

static void runScenario(String label, int[] keys, int[] finds) {
System.out.println("“-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) root = bstBuildInsert(root, key);
System.out.println("tree built from " + keys.length + " keys");
for (int f : finds) {
boolean found = bstSearch(root, f);
probes + "

}
System.out.println();

probes");

}

public static void main(String[] args) {
int[] normalKeys = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
int[] normalFinds = {65, 206, 90, 55, 100};

int[] hardKeys = {10, -5, 25, 4@, -20, 5, 17, 30, 45, 3, 22, -15, 12, 60};
int[] hardFinds = {-20, 606, 0, -5, 99};

int[] boundKeys = {506, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};
int[] boundFinds = {-1000, 1000, 50};
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System.out.println("search(" + f + "): " + (found ? "found" : "not found") + ", +

runScenario("normal: 10 keys, 3 hits and 2 misses", normalKeys, normalFinds);

runScenario("hard: 14 keys with negative values, 5 searches", hardKeys, hardFinds);

runScenario("edge: searching below the minimum and above the maximum", boundKeys,
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boundFinds) ;

int[] chainKeys = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};

int[] chainFinds = {10, 1, 11};

runScenario("edge: searching for the last key in a chain built from ascending inserts
(0(n))", chainKeys, chainFinds);

int[] singleKeys = {7};
int[] singleFinds = {7, 3};
runScenario("edge: a single node, search the root and a missing value", singleKeys,
singleFinds) ;
}
}

2.4 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. 0(h), insert ile ayni — bir arama, her seviyede en fazla bir diiglim ziyaret eder. En iyi durum 0(1) 'dir
(kokiin kendisi). probes sayacinin disinda ekstra alan yoktur.

Sik yapilan hatalar

 Bir eslesme bulduktan sonra karsilastirmaya devam etmek (bire-bir hata, off-by-one déngii), hemen dondiirmek
yerine.

¢ "Bulunamadiyi bir hata olarak ele almak, normal ve beklenen bir sonug yerine — olmayan bir anahtarda BST
aramasi temiz bir sekilde donmelidir, gokmemeli ya da sonsuza kadar donmemelidir (bunu 6nleyen tam olarak
while (cur !'= NULL) koruyucusudur).

+/ Kendini sina: yukaridaki 'artan sirada eklemeler' zincirinde search(10) neden 10 karsilagtirma tutar, ama v
search(1) yalniz 1 tutar?

0 agag saf bir saga-egik zincirdir (bkz. bolim 1'in kendini sinamasi): 1 kokte oturur, 10 en derin yaprakta, 9 seviye
asagida. Kokiin kendi anahtarini aramak tam olarak bir karsilastirma ister; en derin yapragin anahtarini aramak ona
kadar her seviye icin bir karsgilastirma ister, toplamda 10 — bu agacin yiksekligi (9) arti bir.

3. Bir BST'den silme (delete)

3.1 Baslangi¢ sorusu

Bir yapragi silmek kolaydir: yalnizca ayirin. iki cocuklu bir diigimii silmek dyle degildir — diigiimii sadece kaldiramazsiniz,
¢uinki kalan her anahtari dogru siral tutarken bir seyin onun yerini almasi gerekir. Onun yerini hangi tek deger giivenle
alabilir?

3.2 Fikir: G¢ durum

Bir diiguimi kaldirmak, kag gcocudu olduguna gore kararlastirilan tam olarak ti¢ duruma indirgenir:

1. Yaprak (leaf) (cocugu yok) — yalnizca ayirin.
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2. Tek gocuk (one child) — disari gikarin: ebeveyn dogrudan (tek) cocuga baglanir.

3. iki gocuk (two children) — ardili (in-order successor) bulun (sag alt agactaki en kiigiik anahtar — sa§ cocuktan
miimkiin oldugunca sola yiiriiyiin), onun anahtarini silinecek diigiime kopyalayin, sonra ardili kendi asil yerinden silin.

Ardil, insa geregi, en fazla bir sag gocuga sahip olabilir, bu ylizden bu her zaman durum 1'e ya da durum 2'ye
indirgenir.
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1. keys icindeki 10 anahtari ekleyerek bu BST'yi kurduk 2. delete(35) — araniyor: diigiim 50, 35 < 50, sola.
(bkz: bst-insert). Simdi deletes icindeki anahtarlan
sirayla silecegiz.

3. delete(35) — araniyor: diiglim 30, 35 > 30, saga. 4. delete(35) — araniyor: diigiim 40, 35 < 40, sola.

5. Diglm 35 cikarilir (yaprak (leaf, cocugu yok)): 6. delete(70) — iki cocuklu (ardil kopyalandi), ¢ikanld.
ebeveyni dogrudan NULL'e baglanir.

() ()
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7. delete(50) — iki cocuklu (ardil kopyalandi), cikanld. 8. delete(20) — yaprak (leaf, cocugu yok), cikarildu.

9. Bitti: 4 silme islendi. Kalan agag hala gecerli bir BST.

Segicide ayrica 14 anahtar, negatif degerler, 6 silme (kok dahil) (zor) ve u¢ durumlari — var olmayan bir anahtari silmeye
¢alisma (no-op), biitiin anahtarlari sil, agag bosalsin, ve tek diigiimii sil — deneyin; ya da dort zorluk seviyesinde rastgele
veri igin & digmesine basin, ya da kendi deg@erlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x bst_delete.c && /tmp/x

Beklenen ¢ikti:
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-- normal: 10 keys, 4 deletes (a mix of leaf, one-child, two-children) --
tree built from 10 keys, inorder = 20 30 35 40 50 60 65 70 80 90
delete(35): inorder = 20 30 40 50 60 65 70 80 90

delete(70): inorder = 20 30 40 50 60 65 80 90
delete(50): inorder = 20 30 40 60 65 80 90
delete(20): inorder = 30 40 60 65 80 90

-- hard: 14 keys with negative values, 6 deletes (including the root) --
= -20

tree built from 14 keys, inorder
delete(-5): inorder = -20 -15 3
delete(40): inorder = -20 -15 3
delete(10): inorder = -20 -15 3
delete(17): inorder = -20 -15 3
delete(60): inorder = -20 -15 3
delete(3): inorder = -20 -15 5 1

5 10
510
512
512
512
2 22

12
12
17
22
22
25

-18
17
17
22
25
25
30

-5
22
22
25
30
30
45

3 510 12 17 22 25 30 406 45 60
25 30 40 45 60

25 30 45 60

30 45 60

45 60

45

-- edge: trying to delete a key that is not there (no-op) --

= 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90
delete(999): inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90

delete(30): inorder = 10 20 40 45 50 60 70 806 90

delete(-1000): inorder = 10 20 40 45 50 60 70 80 90

tree built from 10 keys, inorder

-- edge: delete every key, down to an empty tree --
tree built from 10 keys, inorder =12 3 456 7 8 9 10
delete(10): inorder =12 3 4567 89

delete(6): inorder =12 3 457
delete(2): inorder = 13 457 8
delete(9): inorder =13 4 57 8
delete(7): inorder = 1 3 4 5 8
delete(4): inorder = 1 3 5 8
delete(1): inorder = 3 5 8
delete(8): inorder = 3 5
delete(3): inorder = 5

(

delete(5): inorder =

-- edge: delete the only node --
tree built from 1 keys, inorder
delete(7): inorder =

89
9

=7
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B Tam program: bst_delete.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* Binary search tree (BST): delete (leaf / one child / two children with successor).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
Y

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
} Node;

static Node *bst_build_insert(Node *root, int key) {
Node *cur = root, *parent = NULL;
while (cur != NULL) {
parent = cur;
if (key == cur->key) return root;
if (key < cur->key) cur = cur->left; else cur = cur->right;
}
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL;
if (parent == NULL) return n;
if (key < parent->key) parent->left = n; else parent->right = n;
return root;

}

Node *bst_delete(Node *root, int key) {
Node *cur = root, *parent = NULL;
while (cur != NULL && key !'= cur->key) {
parent = cur;
cur = (key < cur->key) ? cur->left : cur->right;
}
if (cur == NULL) return root; /* not found: no-op */
if (cur->left !'= NULL && cur->right != NULL) {
Node *succ = cur->right, *succParent = cur;

while (succ->left !'= NULL) { succParent = succ; succ = succ->left; }
cur->key = succ->key; /* copy successor key up */
parent = succParent;
cur = succ; /* now splice out succ: <= 1 child */
}
Node *child = (cur->left != NULL) ? cur->left : cur->right;
if (parent == NULL) root = child;
else if (parent->left == cur) parent->left = child;
else parent->right = child;
free(cur);

return root;

}

static void print_inorder(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder(n->left);
printf(" %d", n->key);
print_inorder(n->right);

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int nk, const int dels[], int
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nd) {

Page 28 /133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; 1 < nk; i++) root = bst_build_insert(root, keys[i]);
printf("tree built from %d keys, inorder =", nk);
print_inorder(root);
printf("\n");
for (int i = 0; 1 < nd; i++) {
root = bst_delete(root, dels[i]);
printf("delete(%d): inorder =", dels[i]);
print_inorder(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);

}

int main(void) {
int normal_keys[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
int normal_dels[] = {35, 70, 50, 20};

run_scenario("normal: 10 keys, 4 deletes (a mix of leaf, one-child, two-children)",
normal_keys, 10, normal_dels, 4);

int hard_keys[ | {18, -5, 25, 40, -20, 5, 17, 30, 45, 3, 22, -15, 12, 60};

int hard_dels[] {-5, 40, 10, 17, 60, 3};

run_scenario("hard: 14 keys with negative values, 6 deletes (including the root)", hard_keys,
14, hard_dels, 6);

int nf_keys[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};
int nf_dels[] = {999, 30, -1000};
run_scenario("edge: trying to delete a key that is not there (no-op)", nf_keys, 10, nf_dels,

3);

int empty_keys[] = {5, 3, 8, 1, 4, 7, 9, 2, 6, 10};

int empty_dels[] = {10, 6, 2, 9, 7, 4, 1, 8, 3, 5};

run_scenario("edge: delete every key, down to an empty tree", empty_keys, 10, empty_dels,
10);

int single_keys[] = {7};

int single_dels[] = {7};

run_scenario("edge: delete the only node", single_keys, 1, single_dels, 1);

return 0;
}

javac -Xlint:all -d /tmp/j BstDelete.java && java -cp /tmp/j BstDelete

Beklenen ¢ikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: BstDelete. java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Binary search tree (BST): delete (leaf / one child / two children with successor).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
Y
public class BstDelete {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;

static Node bstBuildInsert(Node root, int key) {
Node cur = root, parent = null;
while (cur != null) {
parent = cur;
if (key == cur.key) return root;
if (key < cur.key) cur = cur.left; else cur = cur.right;
}
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null;
if (parent == null) return n;
if (key < parent.key) parent.left = n; else parent.right = n;
return root;

}

static Node bstDelete(Node root, int key) {
Node cur = root, parent = null;
while (cur '= null && key != cur.key) {
parent = cur;
cur = (key < cur.key) ? cur.left : cur.right;
}
if (cur == null) return root; // not found: no-op
if (cur.left !'= null && cur.right != null) {
Node succ = cur.right, succParent = cur;

return root;

}

static void printInorder(Node n, StringBuilder sb)
if (n == null) return;
printInorder(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key);
printInorder(n.right, sb);

}

static void runScenario(String label, int[] keys, int[] dels) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) root = bstBuildInsert(root, key);
StringBuilder sb® = new StringBuilder();
printInorder(root, sho);
System.out.println("“tree built from
for (int d : dels) {
root = bstDelete(root, d);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorder(root, sb);

+ keys.length + " keys, inorder =" + sb@);
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while (succ.left != null) { succParent = succ; succ = succ.left; }
cur.key = succ.key; // copy successor key up
parent = succParent;
cur = succ; // now splice out succ: <= 1 child
}
Node child = (cur.left != null) ? cur.left : cur.right;
if (parent == null) root = child;
else if (parent.left == cur) parent.left = child;
else parent.right = child;
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System.out.println("delete(" + d + "): inorder =" + sb);
}
System.out.println();

}

public static void main(String[] args) {
int[] normalKeys = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 65, 90};
int[] normalDels = {35, 70, 50, 20};
runScenario("normal: 10 keys, 4 deletes (a mix of leaf, one-child, two-children)",
normalKeys, normalDels);

int[] hardKeys = {10, -5, 25, 40, -20, 5, 17, 30, 45, 3, 22, -15, 12, 60};

int[] hardDels = {-5, 40, 10, 17, 60, 3};

runScenario("hard: 14 keys with negative values, 6 deletes (including the root)",
hardKeys, hardDels) ;

int[] nfKeys = {506, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};
int[] nfDels {999, 30, -1000};
runScenario("edge: trying to delete a key that is not there (no-op)", nfKeys, nfDels);

int[] emptyKeys = {5, 3, 8, 1, 4, 7, 9, 2, 6, 10};
int[] emptyDels {10, 6, 2, 9, 7, 4, 1, 8, 3, 5};
runScenario("edge: delete every key, down to an empty tree", emptyKeys, emptyDels);

int[] singleKeys = {7};
int[] singleDels = {7};
runScenario("edge: delete the only node", singleKeys, singleDels);

3.4 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklhk. o(h) : diigiimi bulmak o(h) 'dir, ardil bulmak da en fazla bir o(h) daha tutar (arama yolundaki digimleri
asla yeniden ziyaret etmez). insert ve search ile ayni en koti durum.

A\ Sik yapilan hatalar

» Ardil (successor) yerine oncel (predecessor) (sol alt agagtaki en biiyiik) kullanmak teoride esit derecede
dog@rudur, ama iki kurali aynr kod tabaninda karistirmak silmeleri izlemeyi 6ngoriilemez yapar — birini segin ve
tutarli kalin (bu ders ardili kullanir).

e C'de disari ¢ikarilan diigimi free() etmeyi unutmak — silinen anahtarlar sessizce sonsuza kadar bellek
tilketmeye devam eder (tam olarak --sanitize 'In AddressSanitizer sizinti denetiminin yakalayacagi tiirden bir
hata).

¢ Yalnizca iki-gocuk durumunu ele alip, ardilin anahtarini kopyaladiktan sonra ardilin asil diigiimini silmeniz
gerektigini unutmak, basladiginiz digimd degil.
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/" Kendini sina: bir BST silmenin ardilinin en fazla bir gocuga sahip olacagi neden garantidir? v

Ardil, silinecek diigiimiin sag alt agacinin en soldaki diigiimiidur. En solda olmak, tanim geregi sol gocugunun
olmadigi anlamina gelir (yoksa daha da kiigiik birini bulmak icin daha sola yiiriirdiiniiz). Bir sag gocugu olabilir ya da
olmayabilir, ama asla ikisine birden sahip olamaz — bu yiizden onu silmek her zaman durum 1 ya da durum 2'dir, bir
daha asla durum 3 degil.

4. Denge neden onemli: dejenere (degenerate) durum

4.1 Baslangi¢ sorusu

Bolim 1-3'lin hepsi maliyetini 0(h) olarak belirtir. Henliz sormadiniz: n anahtari rastgele bir sirada ekleyerek kurulan bir
BST igin h, somut olarak nedir? Her zaman 1log2(n) 'ye yakin midir?

4.2 Fikir: kime degil, sira onemli

Bolim 1-3'teki her teknik, her diiglimde yeni anahtari bos bir yuvaya kadar karsilastirarak galisir — agacin bigimine hig
bakmaz, yalnizca anahtar degderlerine bakar. Anahtarlar zaten sirali (ya da neredeyse siral) gelirse, her yeni anahtar zaten
var olan her seyden biyiktir (ya da kiigiktir), bu yiizden her zaman en alta, sonuncudan bir seviye daha derine eklenir:
agac bir zincire dejenere olur (degenerate), yiikseklik n - 1, ve heriglem 0(n) olur — "agag" olarak gizilmesine ragmen
diz bir bagli listeden daha iyi degildir.
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height = 0 (ideal for 1 node = 0)

d=0

®

1. Ayni 10 anahtar, sirayla, siradan bst_insert ile 2. insert(1) — derinlik O'te yeni yaprak. Su ana kadar
ekleyecegiz. Soru: eklenme SIRASI, ortaya ¢ikan agacin yiikseklik: 0 (1 diigiim icin ideal: 0).
seklini nasil etkiler?

height = 1 (ideal for 2 nodes = 1) height = 2 (ideal for 3 nodes = 1)
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3. insert(2) — derinlik 1'te yeni yaprak. Su ana kadar 4. insert(3) — derinlik 2'te yeni yaprak. Su ana kadar
yiikseklik: 1 (2 diglm igin ideal: 1). yiikseklik: 2 (3 diigiim icin ideal: 1).

height = 3 (ideal for 4 nodes = 2) height = 4 (ideal for 5 nodes = 2)

5. insert(4) — derinlik 3'te yeni yaprak. Su ana kadar 6. insert(5) — derinlik 4'te yeni yaprak. Su ana kadar
yiikseklik: 3 (4 diiglm igin ideal: 2). ylikseklik: 4 (5 diigiim icin ideal: 2).
height = 5 (ideal for 6 nodes = 2) height = 6 (ideal for 7 nodes = 2)
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=%
1

7. insert(6) — derinlik 5'te yeni yaprak. Su ana kadar 8. insert(7) — derinlik 6'te yeni yaprak. Su ana kadar
yiikseklik: 5 (6 diigliim igin ideal: 2). yiikseklik: 6 (7 digiim icin ideal: 2).

height = 7 (ideal for 8 nodes = 3) height = 8 (ideal for 9 nodes = 3)

9. insert(8) — derinlik 7'te yeni yaprak. Su ana kadar 10. insert(9) — derinlik 8'te yeni yaprak. Su ana kadar
yiikseklik: 7 (8 diiglim igin ideal: 3). ylikseklik: 8 (9 diiglim icin ideal: 3).
height = 9 (ideal for 10 nodes = 3) height = 9 (ideal for 10 nodes = 3)
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11. insert(10) — derinlik 9'te yeni yaprak. Su ana kadar 12. Bitti. 10 diigiim, ytikseklik = 9; dengeli bir agacta

yiikseklik: 9 (10 diiglim icin ideal: 3). ideal ylkseklik yalnizca 3 olurdu (yaklasik 3.0x fark). Bu
ylizden AVL, kirmizi-siyah gibi DENGELI agaclar var —
sonraki animasyonlarda.

Segicide ayrica 14 anahtar azalan sirada (zor) ve u¢ durumlari — neredeyse sirali, ufak sigramalarla (yine de derin) ve
AYNI 10 anahtar karisik sirada — ¢ok daha sig — deneyin; bu ikincisi tam olarak noktayi kanitliyor: ayni anahtar kiimesi,
tamamen farkl yiikseklik, yalnizca ekleme sirasindan — ya da &+ diigmesine basip rastgele veri, ya da kendi degerlerinizi

yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x bst_degenerate.c && /tmp/x

Beklenen cikti:
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-- normal:
insert(1):
insert(2):
insert(3):
insert(4):
insert(5):
insert(6):
insert(7):
insert(8):
insert(9):
insert(10):

final: n = 10, height = 9,

-- hard: 14

insert(149):
insert(130):
insert(120):
insert(110):
insert(100):

(

(

(

(

insert(90):
insert(80):
insert(70):
insert(60):
insert(50):
insert(40):
insert(30):
insert(20):
insert(10):
final: n =

-- edge: nearly sorted with small zig-zags (still deep) --

insert
insert
insert
insert
insert
insert
insert
insert
insert(45):
insert(60):
final: n =

10) :
20):
15):
30):
25):
40) :
35):
50) :

NN N

lari

10 keys in ascending order -- forms a chain --
height = @ (ideal for 1 nodes = 0)
height = 1 (ideal for 2 nodes = 1)
height = 2 (ideal for 3 nodes = 1)
height = 3 (ideal for 4 nodes = 2)
height = 4 (ideal for 5 nodes = 2)
height = 5 (ideal for 6 nodes = 2)
height = 6 (ideal for 7 nodes = 2)
height = 7 (ideal for 8 nodes = 3)
height = 8 (ideal for 9 nodes = 3)
height = 9 (ideal for 108 nodes = 3)
ideal = 3
keys in descending order -- a chain the other way --
height = @ (ideal for 1 nodes = 0)
height = 1 (ideal for 2 nodes = 1)
height = 2 (ideal for 3 nodes = 1)
height = 3 (ideal for 4 nodes = 2)
height = 4 (ideal for 5 nodes = 2)
height = 5 (ideal for 6 nodes = 2)
height = 6 (ideal for 7 nodes = 2)
height = 7 (ideal for 8 nodes = 3)
height = 8 (ideal for 9 nodes = 3)
height = 9 (ideal for 18 nodes = 3)
height = 10 (ideal for 11 nodes = 3)
height = 11 (ideal for 12 nodes = 3)
height = 12 (ideal for 13 nodes = 3)
height = 13 (ideal for 14 nodes = 3)
14, height = 13, ideal = 3

height =
height =
height =
height =
height =
height =
height =
height =
height =
height =
10, height

0

aaabsh b WWNN =

(ideal

, ide

for
for
for
for
for
for
for
for
for
for
al =

-- edge: the SAME 10 keys shuffled
(ideal for 1 nodes =

insert(6):
insert(9):
insert(2):
insert(10):
insert(4):
insert(8):
insert(1):
insert(7):
insert(3):
insert(5):
final: n =

-- edge: a
insert(42):
final: n =

height = ©
height = 1
height = 1
height =
height =
height =
height =
height =
height =
height =
10, height

W W wNNDN

2

(ideal for 2 nodes

1 nodes
2 nodes
3 nodes
4 nodes
5 nodes
6 nodes
7 nodes
8 nodes
9 nodes
10 nodes
3

-- much shallower --

(ideal for 3 nodes =
(ideal for 4 nodes

for
for
for
for
for

5
6
7
8
9

nodes =
nodes =
nodes =
nodes =
nodes =

for 10 nodes
3, ideal = 3

single key, height @ --
(ideal for 1 nodes
0, ideal = ©

height =
1, height

0

)

e)
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B Tam program: bst_degenerate.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Why balancing matters: inserting the SAME set of keys in different orders gives wildly
different BST

* shapes. Sorted input degenerates into a chain -- height n-1, every operation 0(n).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
2/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
} Node;

Node *bst_insert(Node *root, int key) {
Node *cur = root, *parent = NULL;
while (cur !'= NULL) {

parent = cur;

if (key == cur->key) return root;
if (key < cur->key) cur = cur->left;
else cur = cur->right;

}

Node *n = malloc(sizeof(Node));

n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL;
if (parent == NULL) return n;

if (key < parent->key) parent->left = n;

else parent->right = n;
return root;

}

static int height(Node *n) {
if (n == NULL) return -1;
int 1 = height(n->left), r = height(n->right);
return 1+ (L >r 21 :r);

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->1left);
free_tree(n->right);

free(n);
}
static int ilog2(int n) {
int h = 0;
while (n > 1) { n /= 2; h++; }
return h;

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; i < n; i++) {
root = bst_insert(root, keys[i]);
printf("insert(%d): height = %d (ideal for %d nodes = %d)\n",
keys[i], height(root), i + 1, ilog2(i + 1));
}
int h = height(root), ideal = ilog2(n);
printf("final: n = %d, height = %d, ideal = %d\n\n", n, h, ideal);
free_tree(root);
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int main(void) {
int normal[] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
run_scenario("normal: 10 keys in ascending order -- forms a chain", normal, 10);

int hard[] = {140, 1306, 120, 110, 100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
run_scenario("hard: 14 keys in descending order -- a chain the other way", hard, 14);

int zigzag[] = {10, 20, 15, 30, 25, 40, 35, 50, 45, 60};
run_scenario("edge: nearly sorted with small zig-zags (still deep)", zigzag, 10);

int shuffled[] = {6, 9, 2, 10, 4, 8, 1, 7, 3, 5};
run_scenario("edge: the SAME 10 keys shuffled -- much shallower", shuffled, 10);

int single[] = {42};
run_scenario("edge: a single key, height 08", single, 1);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j BstDegenerate.java && java -cp /tmp/j BstDegenerate

Beklenen ¢ikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: BstDegenerate.java v

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz Page 42 /133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

/* Week 11 -- Advanced Trees
* Why balancing matters: inserting the SAME set of keys in different orders gives wildly
different BST

* shapes. Sorted input degenerates into a chain -- height n-1, every operation 0(n).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
2/

public class BstDegenerate {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;
}

static Node bstInsert(Node root, int key) {
Node cur = root, parent = null;
while (cur != null) {
parent = cur;

if (key == cur.key) return root;
if (key < cur.key) cur = cur.left;
else cur = cur.right;
}
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null;
if (parent == null) return n;
if (key < parent.key) parent.left = n;
else parent.right = n;

return root;

}

static int height(Node n) {
if (n == null) return -1;
int 1 = height(n.left), r = height(n.right);
return 1 + Math.max(1l, r);

}

static int ilog2(int n) {
int h = 0;
while (n > 1) { n /= 2; h++; }
return h;

}

static void runScenario(String label, int[] keys) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int i = 0; i < keys.length; i++) {
root = bstInsert(root, keys[i]);

System.out.println("insert(" + keys[i] + "): height = " + height(root)
+ " (ideal for " + (i + 1) + " nodes = " + ilog2(i + 1) + ")");
}
int h = height(root), ideal = ilog2(keys.length);
System.out.println("final: n = " + keys.length + ", height = " + h + ", ideal = "
ideal);
System.out.println();
}
public static void main(String[] args) {
int[] normal = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
runScenario("normal: 10 keys in ascending order -- forms a chain", normal);

int[] hard = {148, 130, 120, 110, 100, 90, 80, 708, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
runScenario("hard: 14 keys in descending order -- a chain the other way", hard);

int[] zigzag = {16, 20, 15, 30, 25, 40, 35, 50, 45, 60};
runScenario("edge: nearly sorted with small zig-zags (still deep)", zigzag);
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int[] shuffled = {6, 9, 2, 16, 4, 8, 1, 7, 3, 5};
runScenario("edge: the SAME 10 keys shuffled -- much shallower", shuffled);

int[] single = {42};
runScenario("edge: a single key, height 8", single);

4.3 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. En k6t durum yiiksekligi n - 1 'dir (sirali ya da ters sirali girdi): bélim 1-3'Gn her iglemi 0(n) olur.
Rastgele bir ekleme sirasi izerinde ortalama durum yiiksekligi 0(log n) 'dir (klasik bir sonug, yaklagik 2 1n n), ama
"rastgele sira" her zaman gilivenebileceginiz bir varsayim degildir — sirali girdi pratikte yaygindir (zaten sirali bir dosyay! ice
aktarmak, sirali giinliik (log) kayitlarini tekrar oynatmak).

Sik yapilan hatalar

e Yalnizca "BST" olmasinin 0(log n) garanti ettigini varsaymak — en fazla 0(n) ve en iyi ihtimalle 0(1log n)
garanti eder; yalnizca kendini dengeleyen bir BST (bolim 5-8) en kotii durumda da 0(log n) garanti eder.

» Bir BST uygulamasini yalnizca rastgele test verisiyle kiyaslamak (benchmark), tam olarak bu basarisizlik bigimini
gizler.

+/ Kendini sina: zaten sirali oldugunu bildiginiz veriden bir BST kurmaniz gerekiyorsa, farkli bir agag tiiriine v
gegmeden en ucuz ¢6ziim nedir?

Anahtarlari birer birer eklemeden 6nce rastgele bir siraya karistirin (ya da, n anahtarin hepsini bir kerede
ekleyebiliyorsaniz, 6zyinelemeli olarak orta elemani kok segin, sonra her yarida 6zyineleyin — bu, hi¢ dondirme
gerektirmeden dogrudan 0(n) 'de milkemmel dengeli bir agag kurar). Boliim 5-8, genel problemi — gelecekteki
eklemelerin ve silmelerin dngoriilemez bir karigimini — otomatik olarak, girdinin sirali oldugunu 6énceden bilmeye
gerek kalmadan ¢ozer.

5. AVL agaclari: ilk kendini dengeleyen BST

5.1 Baslangi¢ sorusu, ve kisa bir tarihge

Boliim 4'lin ¢6ziimii (6nce karistir, ya da ortadan baslayarak kur) yalnizca elinizde biitiin veri 6nceden varsa ise yarar.
Gercek programlar, uygulamanin istedigi herhangi bir sirada, zaman icinde ekler ve siler. islemler hangi sirada gelirse
gelsin log2(n) 'ye yakin kalan bir BST tirevi var mi? Georgy Adelson-Velsky ve Evgenii Landis 1962'de evet yanitini verdi
— AVL agaci (bas harfleri), yayimlanan ilk kendini dengeleyen ikili arama agaci.

Fikir. Her digiim kendi denge garpanini (balance factor), bf = height(sol) - height(sag) I, tutar (ya da ucuzca
hesaplayabilir). Bir AVL agaci bf'yi her digimde her zaman {-1, @, +1} iginde tutar. Bir ekleme ya da silme bazi
digimlerin bf 'sini +2 ya da -2 'ye iterse, bir dondiirme (rotation) — yerel, 0(1) 'lik bir gésterici diizenlemesi — hig biitiin
agaca dokunmadan degismezi geri kurar.
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5.2 Dort dondiirme durumu

Bir ihlalin alabilecegi tam olarak dort durum vardir; dengesiz diigiimden fazla yiiksekligin nereden geldigine kadar olan
yola gore adlandirihir:

Durum Bicim Diizeltme
LL sol-agir, ve sol gocuk da sol-agir (ya da dengesiz diigiimde tek bir saga dondiirme
dengeli)
RR sag-agir, sag ¢ocuk da sag-adir (LL'nin tek bir sola dondiirme
aynasl)
LR sol-agir, ama sol gocuk sag-agir ("licgen") once sol gocugu sola dondir, LL bigimine doniistiir, sonra

saga dondur

RL sag-agir, ama sag gocuk sol-agir (LR'nin once sag ¢ocugu saga dondiir, sonra sola dondiir
aynasl)
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1. Bu kiclk AVL agacini keys ile, dengeyi koruyarak
kurduk (bkz: avl-insert). Her diigiimiin (stiinde
dengeleme carpani (balance factor) bf = height(sol) -
height(sag) yaziyor; hepsi -1..+1 arasi.

3. Kokten yukan cikarken ilk dengesiz diigiim 20: bf =
2. Cocugu 10'nin bf = 1 -> bu bir LL durumu.

5. Bitti. Bir eklemeden sonra AVL'de en fazla BIR
déndiirme (LL/RR) ya da BIR cift déndiirme (LR/RL)
gerekir — asla daha fazlasi; bu ylizden insert hala
O(log n).
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2. insert(5) — once siradan bir BST eklemesi yapilir
(hentiz dondulrme yok): yeni yaprak 5.

4. 10 yeni alt-kok oluyor. Biitlin bf degerleri tekrar
-1..+1 arasinda: aga¢ dengeli.
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Segcicide dort adlandiriimisg durumun hepsinde adim adim ilerleyin — LL (normal), RR (zor), LR ve RL (ug) — arti karsithig
gorebilmeniz i¢in u¢ durum dondiirme gerektirmeyen bir ekleme; ya da rastgele verii¢in t» digmesine basin, ya da kendi
keys=... trigger=... degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x avl_rotations.c && /tmp/x

Beklenen c¢ikti:
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-- LL case: a single right rotation --

insert(50): case = none root = 50 bf(root) = @ height =0
insert(30): case = none root = 50 bf(root) = 1 height =1
insert(70): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 1
insert(20): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(40): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(60): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(80): case = none root = 50 bf(root) = © height = 2
insert(10): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 3
insert(45): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 3
insert(5): case = LL root = 50 bf(root) = 1 height = 3

-- RR case: a single left rotation --

insert(50): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 0
insert(30): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 1
insert(70): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 1
insert(20): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(40): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(60): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(80): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(55): case = none root = 580 bf(root) = -1 height = 3
insert(90): case = none root = 50 bf(root) = -1 height = 3
insert(95): case = RR root = 50 bf(root) = -1 height = 3
-- LR case: a double rotation (1eft right) --

insert(50): case = none root = 50 bf(root) = 0 height = 0
insert(70): case = none root = 580 bf(root) = -1 height = 1
insert(30): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 1
insert(80): case = none root = 50 bf(root) = -1 height = 2
insert(60): case = none root = 580 bf(root) = -1 height = 2
insert(40): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(20): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(55): case = none root = 50 bf(root) = -1 height = 3
insert(35): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 3
insert(36): case = LR root = 50 bf(root) = @ height = 3
-- RL case: a double rotation (r1ght left) --

insert(50): case = none root = 50 bf(root) = 0 height = 0
insert(30): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 1
insert(70): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 1
insert(20): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(40): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(60): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(80): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(45): case = none root = 580 bf(root) = 1 height = 3
insert(65): case = none root = 580 bf(root) = @ height = 3
insert(41): case = RL root = 50 bf(root) = 8 height = 3
-- edge: an insertion that needs no rotation at all --
insert(50): case = none root = 50 bf(root) = @ height =0
insert(30): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 1
insert(70): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 1
insert(20): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(40): case = none root = 50 bf(root) = 1 height = 2
insert(60): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(80): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 2
insert(10): case = none root = 58 bf(root) = 1 height = 3
insert(90): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 3
insert(25): case = none root = 50 bf(root) = @ height = 3
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B Tam program: avl_rotations.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* AVL tree: the four rebalancing cases (LL, RR, LR, RL). insert() is the standard recursive AVL
insert;

* rebalance() decides the case from the balance factors (not from the just-inserted key) and
records which

* one fired in last_case, purely so this program can print it.

* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

&/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
int height;

} Node;

static int height(Node *n) { return n ? n->height : -1; }
static int max2(int a, int b) { return a > b ? a : b; }
static void update_height(Node *n) { n->height = 1 + max2(height(n->left), height(n->right)); }

static Node *rotate_right(Node *y) {
Node *x = y->left;
y->left = x->right;
x->right = vy;
update_height(y);
update_height(x) ;
return x;

}

static Node *rotate_left(Node *x) {
Node *y = x->right;
x->right = y->left;
y->left = x;
update_height(x);
update_height(y);
return y;

}

const char *last_case;

Node *rebalance(Node *n) {

int bf = height(n->left) - height(n->right);

if (bf > 1 && height(n->left->left) >= height(n->left->right)) { last_case = "LL"; return
rotate_right(n); }

if (bf > 1) { n->left = rotate_left(n->left); last_case = "LR"; return rotate_right(n); }

if (bf < -1 && height(n->right->right) >= height(n->right->1left)) { last_case = "RR"; return
rotate_left(n); }

if (bf < -1) { n->right = rotate_right(n->right); last_case = "RL"; return rotate_left(n); }

return n;

}

static Node *make_leaf(int key) {
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL; n->height = 0;
return n;

}

Node *avl_insert(Node *root, int key) {
if (root == NULL) return make_leaf(key);

if (key == root->key) return root;
if (key < root->key) root->left = avl_insert(root->left, key);
else root->right = avl_insert(root->right, key);
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update_height(root);
return rebalance(root);

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);

keys[i], last_case,
}
printf("\n");
free_tree(root);

root->key, bf, height(root));

free(n);
}
static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; i < n; i++) {
last_case = "none";
root = avl_insert(root, keys[i]);
int bf = height(root->left) - height(root->right);
printf("insert(%d): case = %-4s root = %d bf(root) = %d height = %d\n",

Hafta 11 — Ders Notu

}

int main(void) {
int 11[] = {56, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 5};
run_scenario("LL case: a single right rotation", 11, 10);
int rr[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 55, 908, 95};
run_scenario("RR case: a single left rotation", rr, 10);
int 1r[] = {50, 70, 30, 80, 60, 40, 20, 55, 35, 36};
run_scenario("LR case: a double rotation (left-right)", 1r, 10);
int r1[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 45, 65, 41};
run_scenario("RL case: a double rotation (right-left)", rl, 10);
int none[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 90, 25};
run_scenario("edge: an insertion that needs no rotation at all", none, 10);
return 0;

}

javac -Xlint:all -d /tmp/j AvlRotations.java && java -cp /tmp/j AvlRotations

Beklenen cgikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: AvlRotations.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* AVL tree: the four rebalancing cases (LL, RR, LR, RL). insert() is the standard recursive AVL
insert;

* rebalance() decides the case from the balance factors (not from the just-inserted key) and
records which
* one fired in lastCase, purely so this program can print it.
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
&/
public class AvlRotations {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;
int height;

static int height(Node n) { return n == null ? -1 : n.height; }
static void updateHeight(Node n) { n.height = 1 + Math.max(height(n.left), height(n.right));

static Node rotateRight(Node y) {
Node x = y.left;
y.left = x.right;
x.right = y;
updateHeight(y);
updateHeight(x);
return x;

}

static Node rotateLeft(Node x) {
Node y = x.right;
x.right = y.left;
y.left = x;
updateHeight(x);
updateHeight(y);
return y;

static String lastCase;

static Node rebalance(Node n) {
int bf = height(n.left) - height(n.right);
if (bf > 1 && height(n.left.left) >= height(n.left.right)) { lastCase = "LL"; return
rotateRight(n); }
if (bf > 1) { n.left = rotateLeft(n.left); lastCase = "LR"; return rotateRight(n); }
if (bf < -1 && height(n.right.right) >= height(n.right.left)) { lastCase = "RR"; return
rotateLeft(n); }
if (bf < -1) { n.right = rotateRight(n.right); lastCase = "RL"; return rotateLeft(n); }
return n;

static Node makelLeaf(int key) {
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null; n.height = ©;
return n;

}

static Node avlInsert(Node root, int key) {
if (root == null) return makelLeaf(key);

if (key == root.key) return root;

if (key < root.key) root.left = avlInsert(root.left, key);
else root.right = avlInsert(root.right, key);
updateHeight(root) ;

return rebalance(root);
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}

static void runScenario(String label, int[] keys) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) {
lastCase = "none";
root = avlInsert(root, key);
int bf = height(root.left) - height(root.right);
System.out.printf("insert(%d): case = %-4s root = %d bf(root) = %d height = %d%n",
key, lastCase, root.key, bf, height(root));
}
System.out.println();
}

public static void main(String[] args) {
int[] 11 = {56, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 5},
runScenario("LL case: a single right rotation", 11);

int[] rr = {50, 306, 70, 20, 40, 60, 80, 55, 90, 95};
runScenario("RR case: a single left rotation", rr);

int[] 1r = {50, 70, 30, 80, 60, 40, 20, 55, 35, 36};
runScenario("LR case: a double rotation (left-right)", 1lr);

int[] rl = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 45, 65, 41};
runScenario("RL case: a double rotation (right-left)", rl);

int[] none = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 90, 25};
runScenario("edge: an insertion that needs no rotation at all", none);

5.3 Ekleme, her diigiimde gosterilen denge ¢arpani ile

avl_insert, siradan 6zyinelemeli bir BST eklemesidir, arti ¢agri yigini geri sarilirken eklenen iki satir: update_height,
sonra rebalance (bolim 5.2'nin dort-durumlu mantidr). Kontrol 6zyineleme geri sarilirken her seviyede oldugdu igin,
bulunan ilk (ve tek) dengesiz diigiim hemen diizeltilir — bir AVL eklemesi asla bir tekli, ya da bir giftli, dondiirmeden
fazlasini gerektirmez.
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1. Bir AVL agacy, her diiglimde bf = height(sol) -
height(sag)'i -1, 0 ya da +1 ile sinirl tutan bir BST'dir.
10 anahtari sirayla ekleyecegiz; her diigiimiin sag
Ustiinde bf yazacak.

3. insert(74) — yaprak olarak eklendi, ktkten yapraga
kadar ytikseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

5. RL durumu: rebalance(6) donddirdir, yeni alt-kok 51.
Tekrar her bf -1..+1 arasinda.

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz
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2. insert(6) — agac bostu, 6 yeni kok oldu (bf = 0).

4. insert(51) — yaprak olarak eklendi, kokten yapraga
kadar ytkseklikler (update_height) tazelendi. Diigiim 6
artik bf = -2: dengesiz!

6. insert(56) — yaprak olarak eklendi, kokten yapraga
kadar ylkseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.
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7. insert(26) — yaprak olarak eklendi, kokten yapraga
kadar ytikseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

9. LR durumu: rebalance(74) dondiirtr, yeni alt-kok 66.
Tekrar her bf -1..+1 arasinda.

Hafta 11 — Ders Notu

8. insert(66) — yaprak olarak eklendi, kokten yapraga
kadar ytikseklikler (update_height) tazelendi. DGgiim
74 artik bf = 2: dengesiz!

10. insert(98) — yaprak olarak eklendi, kdkten yapraga
kadar yukseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

11. insert(2) — yaprak olarak eklendi, kdkten yapraga
kadar yukseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

12. insert(9) — yaprak olarak eklendi, kdkten yapraga
kadar yukseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

13. insert(72) — yaprak olarak eklendi, kokten yapraga
kadar yukseklikler (update_height) tazelendi. Her bf
hala -1..+1 arasinda.

14. Bitti: 10 anahtar eklendi, agac her adimda dengeli
kaldi. insert her zaman O(log n): karsilastirmalar arti en

fazla bir (cift) dondlrme.

Segicide ayrica 14 anahtar, negatif degerler — dort durumun (LL/RR/LR/RL) hepsi goriiliir (zor) ve u¢ durumlari — 10
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anahtar artan sirada (bu yiiksekligi bolim 4'lin diiz BST zinciriyle karsilastirin!), 10 anahtar azalan sirada, ve 10 deger, gok
sayida yinelenen — deneyin; ya da rastgele veri igin &+ diigmesine basin, ya da kendi degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x avl_insert.c && /tmp/x

Beklenen ¢ikti (kisaltilmis — normal ve bir ug senaryo; hepsi icin programi galistirin):
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-- normal: 10 keys, includes two double rotations (LR, RL) --
insert(6): height = @8, inorder(bf) = 6(bf=0)
insert(74): height = 1, inorder(bf) = 6(bf=-1) 74(bf=0)

(
insert(51): height = 1, inorder(bf) = 6(bf=0) 51(bf=0) 74(bf=0)
insert(56): height = 2, inorder(bf) = 6(bf=0) 51(bf=-1) 56(bf=0) 74(bf=1)
insert(26): height = 2, inorder(bf) = 6(bf=-1) 26(bf=0) 51(bf=0) 56(bf=0) 74(bf=1)
insert(66): height = 2, inorder(bf) = 6(bf=-1) 26(bf=0) 51(bf=0) 56(bf=0) 66(bf=0) 74(bf=0)
insert(98): height = 3, inorder(bf) = 6(bf=-1) 26(bf=0) 51(bf=-1) 56(bf=0) 66(bf=-1) 74(bf=-1)
98(bf=0)
insert(2): height = 3, inorder(bf) = 2(bf=0) 6(bf=0) 26(bf=0) 51(bf=-1) 56(bf=0) 66(bf=-1) 74(bf=-1)
98(bf=0)

insert(9): height = 3, inorder(bf)
74(bf=-1) 98(bf=0)

insert(72): height = 3, inorder(bf) = 2(bf=0) 6(bf=-1) 9(bf=0) 26(bf=1) 51(bf=0) 56(bf=0) 66(bf=-1)
72(bf=0) 74(bf=0) 98(bf=0)

2(bf=0) 6(bf=-1) 9(bf=0) 26(bf=1) 51(bf=8) 56(bf=0) 66(bf=-1)

-- hard: 14 keys with negative values, all four cases (LL/RR/LR/RL) occur --

insert(71): height = 0, inorder(bf) = 71(bf=0)

insert(5): height = 1, inorder(bf) = 5(bf=0) 71(bf=1)

insert(59): height = 1, inorder(bf) = 5(bf=08) 59(bf=0) 71(bf=0)

insert(157): height = 2, inorder(bf) = 5(bf=0) 59(bf=-1) 71(bf=-1) 157(bf=0)

insert(87): height = 2, inorder(bf) = 5(bf=08) 59(bf=-1) 71(bf=0) 87(bf=0) 157(bf=0)

insert(56): height = 2, inorder(bf) = 5(bf=-1) 56(bf=0) 59(bf=0) 71(bf=0) 87(bf=0) 157(bf=0)

insert(131): height = 3, inorder(bf) = 5(bf=-1) 56(bf=0) 59(bf=-1) 71(bf=0) 87(bf=-1) 131(bf=0)

157(bf=1)

insert(141): height = 3, inorder(bf)

141(bf=0) 157(bf=0)

insert(-44): height = 3, inorder(bf) = -44(bf=0) 5(bf=0) 56(bf=0) 59(bf=-1) 71(bf=0) 87(bf=-1)

131(bf=08) 141(bf=08) 157(bf=0)

insert(159): height = 3, inorder(bf) -44(bf=0) 5(bf=0) 56(bf=0) 59(bf=-1) 71(bf=0) 87(bf=0)

131(bf=0) 141(bf=0) 157(bf=-1) 159(bf=0)

insert(-14): height = 3, inorder(bf) = -44(bf=-1) -14(bf=0) 5(bf=1) 56(bf=0) 59(bf=0) 71(bf=0)

87(bf=0) 131(bf=8) 141(bf=8) 157(bf=-1) 159(bf=0)

insert(-18): height = 3, inorder(bf) = -44(bf=0) -18(bf

71(bf=0) 87(bf=0) 131(bf=0) 141(bf=0) 157(bf=-1) 159(bf

insert(158): height = 3, inorder(bf) = -44(bf=08) -18(bf
f=
bf
=0

5(bf=-1) 56(bf=8) 59(bf=-1) 71(bf=8) 87(bf=-1) 131(bf=0)

) -14(bf=0) 5(bf=1) 56(bf=0) 59(bf=0)

(4]

0)

0) -14(bf=0) 5(bf=1) 56(bf=0) 59(bf=0)
)

‘

159 (bf=0)
) -18(bf=8) -14(bf=8) 5(bf=0) 56(bf=0)
158(bf=0) 159(bf=0)

71(bf=0) 87(bf=08) 131(bf=0) 141(bf=0) 157(bf=08) 158(bf=0
insert(-48): height = 3, inorder(bf) = -48(bf=0) -44(bf=
59(bf=0) 71(bf=0) 87(bf=0) 131(bf=0) 141(bf=0) 157(bf=0)

-- edge: 10 keys in ascending order -- AVL still stays balanced --

insert(1): height = @, inorder(bf) = 1(bf=0)

insert(2): height = 1, inorder(bf) = 1(bf=-1) 2(bf=0)

insert(3): height = 1, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=0) 3(bf=0)

insert(4): height = 2, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=-1) 3(bf=-1) 4(bf=0)

insert(5): height = 2, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=-1) 3(bf=08) 4(bf=0) 5(bf=0)

insert(6): height = 2, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=0) 3(bf=0) 4(bf=0) 5(bf=-1) 6(bf=0)
insert(7): height = 2, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=0) 3(bf=0) 4(bf=0) 5(bf=0) 6(bf=0) 7(bf=0)
insert(8): height = 3, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=0) 3(bf=0) 4(bf=-1) 5(bf=0) 6(bf=-1) 7(bf=-1)

8(bf=0)

insert(9): height = 3, inorder(bf) = 1(bf=0) 2(bf=0) 3(bf=0) 4(bf=-1) 5(bf=0) 6(bf=-1) 7(bf=0)
8(bf=0) 9(bf=0)

insert(10): height = 3, inorder(bf) = 1(bf=08) 2(bf=0) 3(bf=0) 4(bf=-1) 5(bf=0) 6(bf=0) 7(bf=0)
8(bf=0) 9(bf=-1) 16(bf=0)

-- edge: 10 keys in descending order --

insert(100): height = @, inorder(bf) = 100(bf=0)

insert(90): height = 1, inorder(bf) = 90(bf=0) 100(bf=1)

insert(80): height = 1, inorder(bf) = 808(bf=0) 90(bf=0) 100(bf=0)

insert(70): height = 2, inorder(bf) = 70(bf=0) 80(bf=1) 90(bf=1) 100(bf=0)

insert(60): height = 2, inorder(bf) = 60(bf=0) 70(bf=0) 80(bf=0) 906(bf=1) 100(bf=0)

insert(50): height = 2, inorder(bf) = 56(bf=0) 60(bf=1) 70(bf=0) 806(bf=0) 906(bf=0) 1006(bf=0)
insert(40): height = 2, inorder(bf) = 48(bf=08) 50(bf=08) 68(bf=0) 70(bf=8) 86(bf=8) 96(bf=8) 1008(bf=0)
insert(30): height = 3, inorder(bf) = 30(bf=0) 40(bf=1) 50(bf=1) 606(bf=0) 70(bf=1) 80(bf=0) 90(bf=0)
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100(bf=0)
insert(20): height
90(bf=0) 100(bf=0)
insert(10): height = 3, inorder(bf)
80(bf=0) 90(bf=0) 100(bf=0)

3, inorder(bf)

-- edge: 10 values, many repeats --

insert(8): height = @, inorder(bf) = 8(bf=0)

insert(8): height = @, inorder(bf) = 8(bf=0)

insert(3): height = 1, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=1)

insert(8): height = 1, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=1)

insert(15): height = 1, inorder(bf) = 3(bf=08) 8(bf=0) 15(bf=0)

insert(3): height = 1, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=0) 15(bf=0)

insert(20): height = 2, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=-1) 15(bf=-1) 20(bf=0)
insert(3): height = 2, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=-1) 15(bf=-1) 206(bf=0)
insert(15): height = 2, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=-1) 15(bf=-1) 20(bf=0)
insert(8): height = 2, inorder(bf) = 3(bf=0) 8(bf=-1) 15(bf=-1) 206(bf=0)

Hafta 11 — Ders Notu

20(bf=0) 308(bf=08) 46(bf=0) 50(bf=1) 68(bf=8) 70(bf=1) 88(bf=0)

18(bf=0) 20(bf=1) 30(bf=0) 40(bf=0) 50(bf=8) 60(bf=0) 70(bf=1)

0 son blogun height = 3'Un(, 10 artan anahtar igin, bolim 4'ln diiz BST'sinin AYNI girdi igin ulasti§i height = 9 ile

karsilastirin — AVL'nin biitiin amaci budur.
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B Tam program: avl_insert.c v

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz Page 60/ 133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

/* Week 11 -- Advanced Trees

* AVL tree: insert, with the balance factor bf = height(left) - height(right) shown for every
step.

* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

Y

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
int height;

} Node;

static int height(Node *n) { return n ? n->height : -1; }
static int max2(int a, int b) { return a >b ? a : b; }
static void update_height(Node *n) { n->height = 1 + max2(height(n->left), height(n->right)); }

static Node *rotate_right(Node *y) {
Node *x = y->left;
y->left = x->right;
x->right = vy;
update_height(y);
update_height(x);
return Xx;

}

static Node *rotate_left(Node *x)
Node *y = x->right;
x->right = y->left;
y->left = x;
update_height(x) ;
update_height(y);
return y;

}

Node *rebalance(Node *n) {
int bf = height(n->left) - height(n->right);

if (bf > 1 && height(n->left->left) >= height(n->left->right)) return rotate_right(n);
if (bf > 1) { n->left = rotate_left(n->left); return rotate_right(n); }

if (bf < -1 && height(n->right->right) >= height(n->right->1left)) return rotate_left(n);
if (bf < -1) { n->right = rotate_right(n->right); return rotate_left(n); }

return n;

}

static Node *make_leaf(int key) {
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL; n->height = 0;
return n;

Node *avl_insert(Node *root, int key) {
if (root == NULL) return make_leaf(key);

if (key == root->key) return root; /* duplicate: unchanged */
if (key < root->key) root->left = avl_insert(root->left, key);
else root->right = avl_insert(root->right, key);

update_height(root);
return rebalance(root);

static void print_inorder_bf(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder_bf(n->left);
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printf(" %d(bf=%d)", n->key, height(n->left) - height(n->right));
print_inorder_bf(n->right);

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; i < n; i++) {
root = avl_insert(root, keys[i]);
printf("insert(%d): height = %d, inorder(bf) =", keys[i], height(root));
print_inorder_bf(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);

}

int main(void) {
int normal[] = {6, 74, 51, 56, 26, 66, 98, 2, 9, 72};

int hard[] = {71, 5, 59, 157, 87, 56, 131, 141, -44, 159, -14, -18, 158, -48};

run_scenario("normal: 10 keys, includes two double rotations (LR, RL)", normal, 10);

run_scenario("hard: 14 keys with negative values, all four cases (LL/RR/LR/RL) occur", hard,

14) ;
int asc[] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
run_scenario("edge: 10 keys in ascending order -- AVL still stays balanced", asc, 10);
int desc[] = {100, 90, 80, 706, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
run_scenario("edge: 10 keys in descending order", desc, 10);
int dup[] = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
run_scenario("edge: 10 values, many repeats", dup, 10);
return 0;
}

Hafta 11 — Ders Notu

javac -Xlint:all -d /tmp/j AvlInsert.java && java -cp /tmp/j AvlInsert

Beklenen ¢ikti: yukaridaki C ¢alistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: Avlinsert.java v
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public class AvlInsert {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;
int height;
}

static int height(Node n) { return n == null ? -1 : n.height; }

static Node rotateRight(Node y) {
Node x = y.left;
y.left = x.right;
x.right = y;
updateHeight(y);
updateHeight(x) ;
return x;

}

static Node rotateLeft(Node x) {
Node y = x.right;
x.right = y.left;
y.left = x;
updateHeight(x);
updateHeight(y);
return y;

}

static Node rebalance(Node n) {
int bf = height(n.left) - height(n.right);
if (bf > 1 && height(n.left.left) >= height(n.left.right)) return rotateRight(n)
if (bf > 1) { n.left = rotateLeft(n.left); return rotateRight(n); }
if (bf < -1 && height(n.right.right) >= height(n.right.left)) return rotateLeft(n);
if (bf < -1) { n.right = rotateRight(n.right); return rotateLeft(n); }
return n

}

static Node makelLeaf(int key) {
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null; n.height = 0;
return n;

}

static Node avlInsert(Node root, int key) {
if (root == null) return makelLeaf(key);

if (key == root.key) return root; // duplicate: unchanged
if (key < root.key) root.left = avlInsert(root.left, key);

else root.right = avlInsert(root.right, key);
updateHeight(root);

return rebalance(root);

}

static void printInorderBf(Node n, StringBuilder sb) {
if (n == null) return;
printInorderBf(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key).append("(bf=").append(height(n.left) -
height(n.right)).append(')"');
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printInorderBf(n.right, sb);
}

static void runScenario(String label, int[] keys) {

System.out.println("-- " + label + " --");

Node root = null;

for (int key : keys) {
root = avlInsert(root, key);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorderBf(root, sb);
System.out.println("insert(

+ key + "): height = " + height(root) + ", inorder(bf)
="+ sb);

}

System.out.println();

}

public static void main(String[] args) {
int[] normal = {6, 74, 51, 56, 26, 66, 98, 2, 9, 72};
runScenario("normal: 10 keys, includes two double rotations (LR, RL)", normal);

int[] hard = {71, 5, 59, 157, 87, 56, 131, 141, -44, 159, -14, -18, 158, -48};
runScenario("hard: 14 keys with negative values, all four cases (LL/RR/LR/RL) occur"

hard) ;
int[] asc = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
runScenario("edge: 10 keys in ascending order -- AVL still stays balanced", asc);
int[] desc = {100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
runScenario("edge: 10 keys in descending order", desc);
int[] dup = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
runScenario("edge: 10 values, many repeats", dup);
}
}

5.4 Silme: dengelemenin katlanmasi (cascading) mimk{ndur

AVL silme, bolim 3'ln ayirma mantigini (leaf / one child / two children with successor) birebir yeniden kullanir — tek fark,
geri donerken rebalance 'In bulunan ilk dengesiz diigiimde degil, her atada galismasidir. Eklemenin aksine, tek bir silme
birden fazla seviyede dondiirme tetikleyebilir, ¢linki bir digimi kaldirmak bir alt agacin yiiksekligini kigdiltebilir ve bu
kiicilme yukari dogru katlanmaya devam edebilir.
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1. keys icindeki 12 anahtar ekleyerek bu AVL agacini 2. Diglim 10 gikarilir (yaprak).
kurduk (bkz: avl-insert). Simdi deletes icindeki
anahtarlari sirayla silecegiz.

3. Kalan atalar kontrol edildi: hicbiri dengesiz olmadi, 4. delete(25) — yaprak, cikanldi; 3 atadan yukar
dondiirme gerekmedi. kontrol edildi, 0 dondirme (-).

5. delete(90) — yaprak, cikarilds; 3 atadan yukari 6. delete(50) — iki cocuklu (ardil kullanildr), cikarildi; 2
kontrol edildi, 0 dondirme (-). atadan yukan kontrol edildi, 0 dondiirme (-).

7. Bitti: 4 silme islendi. Agac her zaman AVL kaldi (bf
hep -1..+1). delete yine O(log n), ama tek eklemeden
farkli olarak birden fazla seviyede dondiirme
gerekebilir.
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Secicide ayrica 16 anahtar, 6 silme, en az biri koke kadar katlanan yeniden dengeleme (zor) ve u¢ durumlari — var
olmayan bir anahtari silme (no-op), biitiin anahtarlari sil, aga¢ bosalsin (her adimda dengeli kalir), ve tek diigiimii sil —
deneyin; ya da rastgele veriigin t digmesine basin, ya da kendi keys=... deletes=... degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x avl_delete.c && /tmp/x

Beklenen c¢ikti:

-- normal: 12 keys, 4 deletes (a mix of leaf/one-child/two-children) --
built from 12 keys, height = 3

delete(10): height = 3, inorder = 20 25 308 35 40 45 50 60 70 80 90

delete(25): height = 3, inorder = 20 30 35 40 45 50 60 70 80 90
delete(90): height = 3, inorder = 20 30 35 40 45 50 60 70 80
delete(50): height = 3, inorder = 20 30 35 40 45 60 70 80

-- hard: 16 keys, 6 deletes, rebalancing cascades --

built from 16 keys, height = 4

delete(90): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
delete(85): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
delete(80): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
delete(75): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
(
(

delete(55): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 45 50 60 65 70
delete(45): height = 3, inorder = 10 20 25 30 35 40 50 60 65 70

W w www

-- edge: deleting a key that is not there (no-op) --

built from 10 keys, height = 3

delete(999): height = 3, inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90
delete(30): height = 3, inorder = 10 20 40 45 50 60 70 80 90
delete(-1000): height = 3, inorder = 10 20 40 45 50 60 70 80 90

-- edge: delete every key, down to empty (stays balanced at every step) --
built from 10 keys, height = 3
delete(10): height = 3, inorder =12 3 456 7 89

delete(6): height = 3, inorder =12 3 457 89
delete(2): height = 2, inorder =13 457 8 9
delete(9): height = 2, inorder = 13 457 8
delete(7): height = 2, inorder = 13 45 8
delete(4): height = 2, inorder = 1 3 5 8
delete(1): height = 1, inorder = 3 5 8
delete(8): height = 1, inorder = 3 5
delete(3): height = ©, inorder = 5

(

delete(5): height = -1, inorder =

-- edge: delete the only node --
built from 1 keys, height = @
delete(7): height = -1, inorder
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B Tam program: avl_delete.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* AVL tree: delete. Splicing is exactly bst_delete.c's leaf / one-child / two-children
(successor) logic;

* afterwards rebalance() is applied at EVERY ancestor on the way back up (a delete can rotate
more than

* once, unlike an insert).

* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

&/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
int height;

} Node;

static int height(Node *n) { return n ? n->height : -1; }
static int max2(int a, int b) { return a > b ? a : b; }
static void update_height(Node *n) { n->height = 1 + max2(height(n->left), height(n->right)); }

static Node *rotate_right(Node *y) {
Node *x = y->left;
y->left = x->right;
x->right = vy;
update_height(y);
update_height(x) ;
return x;

}

static Node *rotate_left(Node *x) {
Node *y = x->right;
x->right = y->left;
y->left = x;
update_height(x);
update_height(y);
return y;

}

Node *rebalance(Node *n) {
if (n == NULL) return NULL;

int bf = height(n->left) - height(n->right);

if (bf > 1 && height(n->left->left) >= height(n->left->right)) return rotate_right(n);
if (bf > 1) { n->left = rotate_left(n->left); return rotate_right(n); }

if (bf < -1 && height(n->right->right) >= height(n->right->left)) return rotate_left(n);
if (bf < -1) { n->right = rotate_right(n->right); return rotate_left(n); }

return n;

}

static Node *make_leaf(int key) {
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->key = key; n->left = NULL; n->right = NULL; n->height = 0;
return n;

Node *avl_insert(Node *root, int key) {
if (root == NULL) return make_leaf(key);

if (key == root->key) return root;
if (key < root->key) root->left = avl_insert(root->left, key);
else root->right = avl_insert(root->right, key);

update_height(root);
return rebalance(root);
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Node *avl_delete(Node *root, int key) {

if (root == NULL) return NULL; /* not found: no-op */
if (key < root->key) root->left = avl_delete(root->left, key);

else if (key > root->key) root->right = avl_delete(root->right, key);

else {

if (root->left == NULL) { Node *r
if (root->right == NULL) { Node *1
Node *succ = root->right;

while (succ->left !'= NULL) succ = succ->left;
root->key = succ->key;

root->right = avl_delete(root->right, succ->key);

root->right; free(root); return rebalance(r); }
root->left; free(root); return rebalance(l); }

}
update_height(root);
return rebalance(root);

}

static void print_inorder(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder(n->left);
printf(" %d", n->key);
print_inorder(n->right);

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int nk, const int dels[], int nd)
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; i < nk; i++) root = avl_insert(root, keys[i]);
printf("built from %d keys, height = %d\n", nk, height(root));
for (int i = 0; i < nd; i++) {
root = avl_delete(root, dels[i]);
printf("delete(%d): height = %d, inorder =", dels[i], height(root));
print_inorder(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);

}

int main(void) {
int normal_keys[] = {50, 30, 706, 20, 40, 60, 80, 10, 25, 35, 45, 90};
int normal_dels[] = {10, 25, 90, 50};

run_scenario("normal: 12 keys, 4 deletes (a mix of leaf/one-child/two-children)",
normal_keys, 12, normal_dels, 4);

int hard_keys[ ] {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 90};
int hard_dels[] {90, 85, 80, 75, 55, 45};
run_scenario("hard: 16 keys, 6 deletes, rebalancing cascades", hard_keys, 16, hard_dels, 6);

int nf_keys|[] {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};
int nf_dels[] {999, 30, -1000};
run_scenario("edge: deleting a key that is not there (no-op)", nf_keys, 10, nf_dels, 3);

int empty_keys|] {5, 3, 8 1, 4, 7, 9, 2, 6, 10};

int empty_dels[] = {10, 6, 2, 9, 7, 4, 1, 8, 3, 5};

run_scenario("edge: delete every key, down to empty (stays balanced at every step)",
empty_keys, 10, empty_dels, 10);
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int single_keys|[] {7};
int single_dels][] {7};
run_scenario("edge: delete the only node", single_keys, 1, single_dels, 1);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j AvlDelete.java && java -cp /tmp/j AvlDelete

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C calistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: Avlpelete.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* AVL tree: delete. Splicing is exactly BstDelete.java's leaf / one-child / two-children
(successor) logic;
* afterwards rebalance() is applied at EVERY ancestor on the way back up (a delete can rotate
more than
* once, unlike an insert).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
&/
public class AvlDelete {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;
int height;

static int height(Node n) { return n == null ? -1 : n.height; }
static void updateHeight(Node n) { n.height = 1 + Math.max(height(n.left), height(n.right));

static Node rotateRight(Node y) {
Node x = y.left;
y.left = x.right;
x.right = y;
updateHeight(y);
updateHeight(x);
return x;

}

static Node rotateLeft(Node x) {
Node y = x.right;
x.right = y.left;
y.left = x;
updateHeight(x);
updateHeight(y);
return y;

}

static Node rebalance(Node n) {
if (n == null) return null;
int bf = height(n.left) - height(n.right);
if (bf > 1 && height(n.left.left) >= height(n.left.right)) return rotateRight(n);
if (bf > 1) { n.left = rotateLeft(n.left); return rotateRight(n); }
if (bf < -1 && height(n.right.right) >= height(n.right.left)) return rotateLeft(n);
if (bf < -1) { n.right = rotateRight(n.right); return rotateLeft(n); }
return n

}

static Node makelLeaf(int key) {
Node n = new Node();
n.key = key; n.left = null; n.right = null; n.height = 0;
return n;

}

static Node avlInsert(Node root, int key) {
if (root == null) return makelLeaf(key);

if (key == root.key) return root;

if (key < root.key) root.left = avlInsert(root.left, key);
else root.right = avlInsert(root.right, key);
updateHeight(root);

return rebalance(root);

}

static Node avlDelete(Node root, int key) {
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if (root == null) return null; // not found: no-op
if (key < root.key) root.left = avlDelete(root.left, key);
else if (key > root.key) root.right = avlDelete(root.right, key);

else {
if (root.left == null) { Node r = root.right; return rebalance(r); }
if (root.right == null) { Node 1 = root.left; return rebalance(l); }
Node succ = root.right;
while (succ.left != null) succ = succ.left;
root.key = succ.key;
root.right = avlDelete(root.right, succ.key);

}

updateHeight(root) ;

return rebalance(root);

}

static void printInorder(Node n, StringBuilder sb) {
if (n == null) return;
printInorder(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key);
printInorder(n.right, sb);

}

static void runScenario(String label, int[] keys, int[] dels) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) root = avlInsert(root, key);
System.out.println("built from "
for (int d : dels) {
root = avlDelete(root, d);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorder(root, sb);

+ keys.length + " keys, height = " + height(root));

System.out.println("delete(" + d + "): height = " + height(root) + ", inorder =" +
sb);
}
System.out.println();
}
public static void main(String[] args) {
int[] normalKeys = {50, 30, 70, 20, 4@, 60, 80, 10, 25, 35, 45, 90};
int[] normalDels = {10, 25, 90, 50};
runScenario("normal: 12 keys, 4 deletes (a mix of leaf/one-child/two-children)",
normalKeys, normalDels);
int[] hardKeys = {50, 306, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 90};
int[] hardDels = {90, 85, 80, 75, 55, 45};
runScenario("hard: 16 keys, 6 deletes, rebalancing cascades", hardKeys, hardDels);
int[] nfKeys = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 90};
int[] nfDels = {999, 30, -1000};
runScenario("edge: deleting a key that is not there (no-op)", nfKeys, nfDels);
int[] emptyKeys = {5, 3, 8, 1, 4, 7, 9, 2, 6, 10};
int[] emptyDels = {10, 6, 2, 9, 7, 4, 1, 8, 3, 5};
runScenario("edge: delete every key, down to empty (stays balanced at every step)",
emptyKeys, emptyDels);
int[] singleKeys = {7};
int[] singleDels = {7};
runScenario("edge: delete the only node", singleKeys, singleDels);
}
}
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5.5 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. AVL, height <= 1.44 log2(n + 2)'yi her zaman korur, bu yiizden her iglem — insert, search, delete —
yalnizca ortalamada degil, en k6ti durumda da 0(log n) 'dir. insert en fazla bir déndiirme (ya da bir ¢ift dondiirme)
yapar; delete 0(log n) 'ye kadar dondiirme yapabilir (kke giden yoldaki her seviyede bir tane), ama her biri yine

0(1) 'dir, bu ylizden toplam 0(log n) kalr.

Sik yapilan hatalar

» Denge carpanini kontrol etmeden 6nce update_height 'l gadirmayi unutmak — rebalance eski bir yliksekligi
okur ve ya gergek bir ihlali kagirir ya da sahte bir tane uydurur.

» LL'yi mi LR'yi mi (ya da RR'yi mi RL'yi mi) segecegini az 6nce eklenen anahtara bakarak kararlastirmak — bu yalniz
insert iginige yarar ama delete igin bozulur, ¢linkii orada karsilastirilacak tek bir "az 6nce silinen anahtar”
yoktur; burada kullanilan denge-garpani tabanl rebalance her ikisi igin de ¢alisir.

¢ Silmenin de, ekleme gibi, yalnizca bir dondiirme gerektirecegini varsaymak — bdlim 5.4'lin "zor" senaryosu, tam
olarak bu varsayimi erken diizeltmek igin katlanacak sekilde kurulmustur.

/" Kendini sina: yiiksekligi h olan bir AVL agacinin en az kag¢ diigiimii vardir, ve bu sinir insert'in en kotii v
durumunu neden O(log n)'de sinirlar?

N(h) , ylikseklik h'deki bir AVL agacinin sahip olabilecegdi en az diigiim sayisi olsun. h yiiksekligindeki en seyrek
adacin kokd, biri h - 1 yiikseklikte (yine mimkin oldugunca seyrek) digeri h - 2 yiikseklikte (izin verilen en biyik
dengesizlik) iki alt agaca sahiptir: N(h) = 1 + N(h-1) + N(h-2), Fibonacci sayilariyla ayni yineleme (recurrence).
N(h), h'de Ustel olarak biylidigu igin, h 'nin kendisi n 'de yalnizca logaritmik olarak biyiyebilir — bu ylizden
eklemeler hangi sirayla gelirse gelsin, yiikseklik (ve dolayisiyla her islemin maliyeti) 0(log n) kalir.

6. Kirmizi-siyah agaclar: daha gevsek, renk tabanli bir denge

6.1 Baslangi¢ sorusu, ve kisa bir tarihge

AVL'nin kati bf € {-1,0, 1} 'i mikemmel arama hizi verir ama neredeyse her eklemede yeniden dengeleme isi
gerektirebilir. Rudolf Bayer, 1972'de daha gevsek bir alternatif tanimladi ("simetrik ikili B-agaglari"); Leonidas Guibas ve
Robert Sedgewick, 1978'de ona "kirmizi-siyah" adini ve modern ekleme algoritmasini verdi. Ya bir agag, alt agag
yliksekliklerini tam olarak karsilastirmak yerine, yalnizca birkag basit, yerel kurala uysaydi?

6.2 Fikir: dort kural, Gi¢ diizeltme (fixup) durumu

Her diigiim kirmizi (red) ya da siyah (black) renklidir. Bir kirmizi-siyah agag dort kurali korur: (1) her diigiim kirmizi ya da
siyahtir; (2) kok her zaman siyahtir; (3) kirmizi bir digiimin asla kirmizi bir gocugu olmaz ("art arda iki kirmizi yok"); (4)
herhangi bir diigiimden eksik ( NULL ) bir cocu@a giden her yol, ayni sayida siyah diigiimden gecer (siyah-yiiksekligi
(black-height)). Yeni bir anahtar kirmizi bir yaprak olarak eklenir — bu yalnizca kural (3)'li bozabilir, kural (4)'li asla — sonra
fixup yukari dogru yirlyerek kural (3)'i diizeltir, birer seferde ti¢ durumdan biri:

e Durum 1 — kirmizi amca (uncle): ebeveyni ve amcayi siyaha, biiylikanne/babayi kirmiziya boyayin, ve
biyiikanne/babadan devam edin (ihlal iki seviye daha yukarida yeniden ortaya cikabilir).

» Durum 2 — siyah amca, "liggen": yeni diigiim i¢ torundur; ebeveynde bir dondiirme onu "dogrusal (line)" hale getirir,
durum 3'e indirger.
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e Durum 3 — siyah amca, "dogrusal (line)": yeni diigiim dis torundur; bilyiikanne/babada bir dondiirme, arti bir yeniden
renklendirme, ihlali tamamen ¢ozer.
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®

1. insert(3) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini

asla bozmaz.

B

O
o)

3. insert(69) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-yiikseklik kuralini

asla bozmaz.

6. Durum 3 — dogrusal (line): 31 siyaha, 3 kirmiziya
boyanir, 3 iizerinde tek bir dondlrme yapilir. Bitti —

kirmizi-kirmizi ihlali giderildi.

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH -

2026-2027 Guz

Hafta 11 — Ders Notu

2. Kék her zaman SiYAH olmali: gerekirse burada
yeniden boyanir.

5. Durum 2 — {icgen (triangle): amca siyah, 31
ebeveyninin "i¢" cocugu. Once 69 izerinde bir
dondurme yapilir, "dogrusal (line)" bicime getirilir.

7. insert(88) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini
asla bozmaz.
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8. Durum 1 — kirmizi amca (uncle): 69 ve amca 3
siyaha, blyiikanne/baba 31 kirmiziya boyanir; kontrol
31'den devam eder.

11. insert(58) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini
asla bozmaz.

13. insert(98) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini
asla bozmaz.

Hafta 11 — Ders Notu

9. Kék her zaman SiYAH olmali: gerekirse burada
yeniden boyanir.

12. Durum 1 — kirmizi amca (uncle): 50 ve amca 88
siyaha, blylikanne/baba 69 kirmiziya boyanir; kontrol
69'den devam eder.

14. insert(29) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini
asla bozmaz.

15. insert(14) — her zaman oldugu gibi bir yaprak
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki
kirmizi yok" kuralini bozabilir, siyah-ytikseklik kuralini
asla bozmaz.
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17. Durum 3 — dogrusal (line): 14 siyaha, 3 kirmiziya
boyanir, 3 tzerinde tek bir dondirme yapilir. Bitti —
kirmizi-kirmizi ihlali giderildi.
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18. insert(75) — her zaman oldugu gibi bir yaprak 19. Bitti: 10 anahtar eklendi. Her fixup, en fazla O(log
eklenir, ama KIRMIZI (RED) renkte: bu, "art arda iki n) adim kirmizi-kirmizi ihlalini yukari tasir, sonra en
kirmizi yok" kuralimi bozabilir, siyah-yiikseklik kuralini fazla bir (tek ya da cift) dondlirmeyle biter — insert
asla bozmaz. yine O(log n).

Segicide ayrica 14 anahtar, dondiirme gerektiren durumlar (2 ve 3) dahil (zor) ve u¢ durumlari — 10 anahtar artan sirada
ve 10 anahtar azalan sirada (ikisi de, tipki AVL gibi, dengeli kalir) ve 10 deger, ¢ok sayida yinelenen — deneyin; ya da
rastgele veriigin &+ diigmesine basin, ya da kendi degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x red_black_insert.c && /tmp/x
Beklenen ¢kt (kisaltilmis — normal senaryo; hepsi igin programi ¢alistirin):

-- normal: 10 keys, all three cases (1, 2, 3) occur --

insert(3): root = 3, bh = 1, inorder = 3B

insert(69): root = 3, bh = 1, inorder = 3B 69R

inorder = 3R 31B 69R

inorder = 3B 31B 69B 88R

inorder = 3B 31B 50R 69B 88R

inorder = 3B 31B 50B 58R 69R 88B

inorder = 3B 31B 50B 58R 69R 88B 98R

inorder = 3B 29R 31B 56B 58R 69R 88B 98R
inorder = 3R 14B 29R 31B 50B 58R 69R 88B 98R
inorder = 3R 14B 29R 31B 50B 58R 69R 75R 88B 98R

(
insert(31): root = 31, bh =
insert(88): root = 31, bh =
insert(50): root = 31, bh =
insert(58): root = 31, bh =

(

(

(

(

insert(98): root = 31, bh =
insert(29): root = 31, bh =
insert(14): root = 31, bh =
insert(75): root = 31, bh =

NN NMNNNNDN =2 -~

(3B, 3 anahtarinin Siyah (Black) boyandigi anlamina gelir; 69rR, 69 anahtarinin Kirmizi (Red) oldugu anlamina gelir. bh,
kokiin siyah-yiiksekligidir, her eklemeden sonra yazdirilir.)
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B Tam program: red_black_insert.c v

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz Page 80/ 133



CEN207 Veri Yapllari

/* Week 11 -- Advanced Trees

* Red-black tree: insert (recoloring and rotations, the three cases named).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

Y

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define RED ©
#define BLACK 1

typedef struct Node {
int key;
int color;
struct Node *left;
struct Node *right;
struct Node *parent;
} Node;

Node *root;

static void rotate_left(Node *x) {
Node *y = x->right;
x->right = y->left;
if (y->left) y->left->parent = x;
y->parent = x->parent;

if (x->parent == NULL) root = vy;
else if (x == x->parent->left) x->parent->left = y;
else x->parent->right = y;
y->left = x;
x->parent = y;

}

static void rotate_right(Node *y) {
Node *x = y->left;
y->left = x->right;
if (x->right) x->right->parent = y;
Xx->parent = y->parent;
if (y->parent == NULL) root = x;
else if (y == y->parent->left) y->parent->left = x;
else y->parent->right = x;
x->right =y

y->parent = x;

}

void fixup(Node *z) {
while (z->parent != NULL && z->parent->color == RED) {
Node *p = z->parent, *g = p->parent;
Node *u = (p == g->left) ? g->right : g->left;
if (u !'= NULL && u->color == RED) { /* case 1

}
if (p == g->left) {
if (z == p->right) { z = p; rotate_left(z); p = z->parent; }

5[]
p->color = BLACK; g->color = RED; rotate_right(g);
} else {
if (z == p->left) { z = p; rotate_right(z); p = z->parent; }
p->color = BLACK; g->color = RED; rotate_left(g);
}
break;
}
root->color = BLACK;
}
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p->color = BLACK; u->color = BLACK; g->color = RED; z = g; continue;

Hafta 11 — Ders Notu

red uncle */

/* case 2: triangle

/* case 3: line */
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void insert(int key) {
Node *y = NULL, *x = root;
while (x !'= NULL) {
if (key == x->key) return; /* duplicate: unchanged */
y = X;
x = (key < x->key) ? x->left : x->right;
}
Node *z = malloc(sizeof(Node));
z->key = key; z->color = RED; z->left = NULL; z->right = NULL; z->parent = y;
if (y == NULL) root = z;
else if (key < y->key) y->left = z;
else y->right = z;
fixup(z);
}

static int black_height(Node *n) {

if (n == NULL) return 0;

int 1 = black_height(n->left), r = black_height(n->right);

int add = (n->color == BLACK) ? 1 : 0;

return (1 > r ? 1 : r) + add; /* NOT a correctness check, just a
printable stat */

}

static void print_inorder_color(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder_color(n->1left);
printf(" %d%c", n->key, n->color == RED ? 'R' : 'B');
print_inorder_color(n->right);

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
root = NULL;
for (int i = 0; i < n; i++) {
insert(keys[i]);
printf("insert(%d): root = %d, bh = %d, inorder =", keys[i], root->key,
black_height(root));
print_inorder_color(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);
root = NULL;

int main(void) {
int normal[] = {3, 69, 31, 88, 50, 58, 98, 29, 14, 75};
run_scenario("normal: 10 keys, all three cases (1, 2, 3) occur", normal, 10);

int hard[] = {50, 40, 60, 30, 45, 55, 70, 20, 35, 42, 48, 80, 75, 10};
run_scenario("hard: 14 keys, includes rotation cases (2 and 3)", hard, 14);

int asc[] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
run_scenario("edge: 10 keys in ascending order -- red-black still stays balanced", asc, 10);

int desc[] = {100, 90, 86, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
run_scenario("edge: 10 keys in descending order", desc, 10);
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int dup[] = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
run_scenario("edge: 10 values, many repeats", dup, 10);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j RedBlackInsert.java && java -cp /tmp/j RedBlackInsert

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C calistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: RedBlackInsert.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Red-black tree: insert (recoloring and rotations, the three cases named).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
2y
public class RedBlackInsert {
static final int RED = 0;
static final int BLACK = 1;

static class Node {
int key;
int color;
Node left;
Node right;
Node parent;

static Node root;

static void rotateLeft(Node x) {
Node y = x.right;
x.right = y.left;
if (y.left !'= null) y.left.parent = x;
y.parent = x.parent;

if (x.parent == null) root = vy;
else if (x == x.parent.left) x.parent.left = y;
else x.parent.right = y;
y.left = x;
X.parent = y;

}

static void rotateRight(Node y) {
Node x = y.left;
y.left = x.right;
if (x.right != null) x.right.parent = vy;
X.parent = y.parent;
if (y.parent == null) root = x;
else if (y == y.parent.left) y.parent.left = x;
else y.parent.right = x;
x.right = y;

y.parent = X;

static void fixup(Node z) {
while (z.parent '= null && z.parent.color == RED) {
Node p = z.parent, g = p.parent;
Node u = (p == g.left) ? g.right : g.left;

root.color = BLACK;
}

static void insert(int key) {
Node y = null, x = root;
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if (u !'= null && u.color == RED) { // case 1: red uncle
p.color = BLACK; u.color = BLACK; g.color = RED; z = g; continue;
}
if (p == g.left) {
if (z == p.right) { z = p; rotateLeft(z); p = z.parent; }
triangle
p.color = BLACK; g.color = RED; rotateRight(g);
} else {
if (z == p.left) { z = p; rotateRight(z); p = z.parent; }
p.color = BLACK; g.color = RED; rotateLeft(g);
}
break;
}

Hafta 11 — Ders Notu

// case 2:

// case 3: line
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while (x != null) {
if (key == x.key) return; // duplicate: unchanged
y = X;
x = (key < x.key) ? x.left : x.right;

}

Node z = new Node();

z.key = key; z.color = RED; z.left = null; z.right = null; z.parent = y;

if (y == null) root = z;

else if (key < y.key) y.left = z;

else y.right = z;

fixup(z);

}

static int blackHeight(Node n) {
if (n == null) return 0;
int 1 = blackHeight(n.left), r = blackHeight(n.right);
int add = (n.color == BLACK) ? 1 : 0;
return Math.max(l, r) + add;

}
static void printInorderColor(Node n, StringBuilder sb) {
if (n == null) return;
printInorderColor(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key).append(n.color == RED ? 'R' : 'B');

printInorderColor(n.right, sb);
}

static void runScenario(String label, int[] keys) {

System.out.println("-- " + label + " --");

root = null;

for (int key : keys) {
insert(key);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorderColor(root, sb);
System.out.println("insert(" + key + "): root =

blackHeight(root) + ", inorder =" + sb);

}

System.out.println();

root = null;

+ root.key + ", bh = " +

}
public static void main(String[] args) {

int[] normal = {3, 69, 31, 88, 50, 58, 98, 29, 14, 75};
runScenario("normal: 10 keys, all three cases (1, 2, 3) occur", normal);

int[] hard = {50, 40, 60, 30, 45, 55, 70, 20, 35, 42, 48, 80, 75, 10};
runScenario("hard: 14 keys, includes rotation cases (2 and 3)", hard);

int[] asc = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
int[] desc = {100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
runScenario("edge: 10 keys in descending order", desc);

int[] dup = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
runScenario("edge: 10 values, many repeats", dup);

runScenario("edge: 10 keys in ascending order -- red-black still stays balanced", asc);
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6.3 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. Bir kirmizi-siyah agacin yiiksekligi asla 2 log2(n + 1) 'i gegmez (kural 4'ten kanitlanir: higbir yol en
kisasinin iki katindan fazla uzun olamaz, ¢linkd kirmizi digiimler asla bitisik olamaz). Bu yiizden her iglem en kot
durumda 0(log n) 'dir — AVL'nin 1.44 log2(n) 'sinden biraz daha gevsek bir sinir, yani kirmizi-siyah adaclar ¢ok hafif
daha derin olabilir, ama fixup her eklemede en fazla bir déndiirme (ya da ¢ift dondiirme) gerektirir, AVL ile ayni, ama
pratikte toplamda daha az yalnizca-yeniden- renklendirme gegisiyle — bu yiizden kirmizi-siyah agacglar C++'in

std: :map 'inin, Java'nin TreeMap 'inin ve Linux ¢ekirdeginin zamanlayicisinin arkasindaki segimdir.

Sik yapilan hatalar

e Kural 2'yi unutmak — fixup 'In while dongilsiinden sonra, kokiin kendisi kirmiziya boyanmis olabilir (durum 1
ihlali koke kadar tasiyabilir); sonundaki kosulsuz root->color = BLACK; istede bagl degildir.

e "Amca'yi (uncle) "kardes" (sibling) ile karistirmak — amca ebeveynin kardesidir, yeni digiimiin kendi kardesi
degil; bunu yanhs yapmak sessizce yanlis digimdn rengini kontrol eder.

e Kirmizi-siyahi "AVL ile ayni, sadece renklerle" olarak ele almak — fixup 'In karari amcanin rengine dayanir, alt
agac yuksekliklerini hi¢ karsilastirmaz; iki algoritmayi karistirmak derlenen ama yanlis dengeleyen kod Uretir.

+/ Kendini sina: kural 4 (her yolda esit siyah-yiikseklik), KIRMIZI bir yaprak eklemekle neden hi¢ bozulamaz, v
yalnizca kural 3 bozulabilir?

Yeni eklenen kirmizi bir yaprak, herhangi bir yolun siyah-diigiim sayisina 0 katkida bulunur (kirmizidir, siyah degil), bu
ylizden her kok-yaprak siyah-yiiksekligi eklemeden once ne idiyse tam olarak oyle kalir — kural 4'e dokunulmaz.
Kirmizi bir eklemenin bozabilecegi tek sey kural 3'tiir ("art arda iki kirmizi yok"), ve bu yalnizca yeni yapragin ebeveyni
de kirmiziysa olur — ki bu tam olarak fixup 'In onarmak igin tasarlandigi durumdur.

7. Splay agaclari: kati denge yok, yalnizca yerellik (locality)

7.1 Baslangi¢ sorusu, ve kisa bir tarihge

AVL ve kirmizi-siyah, ikisi de her digimde, her islem igin, neredeyse hi¢ tekrar dokunulmayacak anahtarlar igin bile bir
defter tutma (bookkeeping) maliyeti 6der (bir ylikseklik ya da bir renk). Daniel Sleator ve Robert Tarjan 1985'te farkl bir
soru sordu: ya bir agag bunun yerine kullanim értintiilerine uyum saglasaydi — son zamanlarda ya da sik erisilen
anahtarlari ulagsmasi ucuz tutarken, nadiren kullanilan anahtarlari bazen derin birakma pahasina? Yanitlari, splay agaci
(splay tree), hi¢ denge bilgisi tagimaz.

7.2 Fikir: erisilen anahtari koke tasi

Her access(key) — arama olsun ya da ekleme olsun — bulunan (ya da yeni eklenen) diigiimi tamamen koke tasiyarak
biter; mimkin oldugunda ikiser seviye halinde uygulanan bir dondirme dizisiyle:
e zig — digumiin ebeveyni zaten kok: tek bir dondirme.

e zig-zig — diigim ve ebeveyni ikisi de sol gocuk (ya da ikisi de sag ¢ocuk) kendi ebeveynlerinin: 6nce ebeveyni donddir,
sonra diigimu — ayni yonde iki kez.

» zig-zag — digim ve ebeveyni karsit taraflarda: diigiimiin kendisini iki kez dondiir, birer kez her yone (AVL'nin LR/RL
durumlarini gift dondiirmenin ¢6zmesine benzer sekilde).
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Zig-zig, biiylikanne/baba-ebeveyn ¢iftini ebeveyn-digiim ciftinden 6nce dondiirdiigi icin, bir splay erigilen digimi birer
seviyede yukari yiiriitmez (bu, tekrarlanan tekli dondiirmelerden daha iyi olmazdi) — erigsim yolundaki her seyin derinligini
kabaca yariya indirir, ki bu onun performans garantisinin anahtaridir.
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1. access(50) — agacta yok: normal BST yeri bulunur, 2. access(50) — eklendi ve koke splay edildi (zaten
yeni yaprak olarak eklenir. kokteydi).

() ()
o) o)

4. access(30) — eklendi ve koke splay edildi (zig). 5. access(70) — agacta yok: normal BST yeri bulunur,
yeni yaprak olarak eklenir.

(72) )
(ve) (72)

30 30
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() o)

7. access(20) — agacta yok: normal BST yeri bulunur, 8. access(20) — eklendi ve koke splay edildi (zig-zig,
yeni yaprak olarak eklenir. zig).

9. access(40) — agacta yok: normal BST yeri bulunur, 11. access(60) — agacta yok: normal BST yeri bulunur,
yeni yaprak olarak eklenir. yeni yaprak olarak eklenir.
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12. access(60) — eklendi ve koke splay edildi (zig-zag, 14. access(80) — eklendi ve koke splay edildi (zig-zig).
zig).

15. access(10) — agacta yok: normal BST yeri bulunur, 16. access(10) — eklendi ve koke splay edildi (zig-zig,
yeni yaprak olarak eklenir. zig-zig, zig).

18. access(45) — eklendi ve koke splay edildi (zig-zag, 19. access(20) — koke splay edildi (zig-zag).
zig-zag, zig-zag).
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21. access(10) — koke splay edildi (zig-zig, zig). 22. Bitti: 12 erisim. Splay agacinin garantisi kotimser
degil, AMORTIZE: herhangi bir tek erisim O(n) olabilir,
ama m erigimin toplami O(m log n) — ortalama O(log

n).

Secicide ayrica 16 erisim, tekrar eden anahtarlar (yerellik: sik erisilen kdke yakin kalir) (zor) ve ug durumlari — kokii
tekrar erigme (dondiirme yok) ve olmayan bir anahtara erismek onu ekler ve koke tasir — deneyin; ya da rastgele veri igin
'+ digmesine basin, ya da kendi degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x splay_tree.c && /tmp/x

Beklenen c¢ikti:
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-- normal: 12 accesses: zig, zig-zig, and zig-zag all occur --
access(50): root = 50, inorder = 50

access(30): root = 30, inorder = 30 50

access(70): root = 70, inorder = 30 50 70

access(20): root = 20, inorder = 20 30 50 70

access(40): root = 40, inorder = 20 30 40 50 70

access(60): root = 60, inorder = 20 30 40 50 60 70
access(80): root = 80, inorder = 20 30 40 50 60 70 80
access(10): root = 10, inorder = 10 20 30 40 50 60 70 80
access(45): root = 45, inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80
access(20): root = 20, inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80
access(80): root = 80, inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80
access(10): root = 10, inorder = 10 20 30 40 45 50 60 70 80

-- hard: 16 accesses with repeats (locality) --
access(64): root = 64, inorder = 64

access(32): root = 32, inorder = 32 64

access(96): root = 96, inorder = 32 64 96

access(16): root = 16, inorder = 16 32 64 96

access(48): root = 48, inorder = 16 32 48 64 96
access(80): root = 80, inorder = 16 32 48 64 80 96
access(112): root = 112, inorder = 16 32 48 64 80 96 112
access(8): root = 8, inorder = 8 16 32 48 64 80 96 112
access(24): root = 24, inorder = 8 16 24 32 48 64 80 96 112
access(8): root = 8, inorder = 8 16 24 32 48 64 80 96 112
access(96): root = 96, inorder = 8 16 24 32 48 64 80 96 112
access(8): root = 8, inorder = 16 24 32 48 64 80 96 112
access(40): root = 40, inorder 8 16 24 32 40 48 64 80 96 112
access(96): root = 96, inorder = 8 16 24 32 40 48 64 80 96 112
access(8): root = 8, inorder = 8 16 24 32 40 48 64 80 96 112
access(112): root = 112, inorder = 8 16 24 32 40 48 64 80 96 112
-- edge: accessing the root again (no rotation) --

access(50): root = 50, inorder = 50

access(30): root = 30, inorder = 30 50

access(70): root = 70, inorder = 30 50 70

access(20): root = 20, inorder = 20 30 50 70

access(40): root = 40, inorder = 20 30 40 50 70

access(50): root = 50, inorder = 20 30 40 50 70

access(50): root = 50, inorder = 20 30 40 50 70

access(60): root = 60, inorder = 20 30 40 50 60 70

access(80): root = 80, inorder = 20 30 40 50 60 70 80
access(50): root = 50, inorder = 20 30 40 50 60 70 80

-- edge: accessing a missing key inserts it and splays it --

access(50): root = 50, inorder = 50

access(30): root = 30, inorder = 30 50

access(70): root = 70, inorder = 30 50 70

access(20): root = 20, inorder = 20 30 50 70

access(40): root = 40, inorder = 20 30 40 50 70

access(60): root = 60, inorder = 20 30 40 50 60 70

access(80): root = 80, inorder = 20 30 40 50 60 70 80

access(35): root = 35, inorder = 20 30 35 40 50 60 70 80

access(999): root = 999, inorder = 20 30 35 40 50 60 70 80 999
access(-999): root = -999, inorder = -999 20 30 35 40 50 60 70 80 999

-- edge: a single access on an empty tree --
access(7): root = 7, inorder = 7
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B Tam program: splay_tree.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* Splay tree: every access moves the accessed key to the root (zig, zig-zig, zig-zag).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
Y

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

typedef struct Node {
int key;
struct Node *left;
struct Node *right;
struct Node *parent;
} Node;

Node *root;

static void rotate_left(Node *x) {
Node *y = x->right;
x->right = y->left;
if (y->left) y->left->parent = x;
y->parent = x->parent;
if (x->parent == NULL) root = vy;
else if (x == x->parent->left) x->parent->left
else x->parent->right
y->left = x;
X->parent =

y,
y;

y;

static void rotate_right(Node *y) {
Node *x = y->left;
y->left = x->right;
if (x->right) x->right->parent = y;
x->parent = y->parent;
if (y->parent == NULL) root = x;
else if (y == y->parent->left) y->parent->left
else y->parent->right
x->right = vy;
y->parent = x;

non
X X

}

static void rotate_up(Node *x) {
if (x == x->parent->left) rotate_right(x->parent); else rotate_left(x->parent);

}

void splay(Node *x) {
while (x->parent != NULL) {
Node *p = x->parent, *g = p->parent;
if (g == NULL) { rotate_up(x); }
else if ((x == p->left) == (p == g->left)) { rotate_up(p); rotate_up(x); }

}

Node *access_key(int key) {
Node *cur = root, *parent = NULL;

cur->right; }
if (cur == NULL) {
cur = malloc(sizeof(Node));
cur->key = key; cur->left = NULL; cur->right = NULL; cur->parent = parent;

if (parent == NULL) root = cur;
else if (key < parent->key) parent->left = cur;
else parent->right = cur;
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else { rotate_up(x); rotate_up(x); }

while (cur != NULL && cur->key != key) { parent = cur; cur = (key < cur->key) ? cur->left :
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splay(cur);
return cur;

static void print_inorder(Node *n) {
if (n == NULL) return;
print_inorder(n->left);
printf(" %d", n->key);
print_inorder(n->right);

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
free_tree(n->left);
free_tree(n->right);

free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int ops[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
root = NULL;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
access_key(ops[i]);
printf("access(%d): root = %d, inorder =", ops[i], root->key);
print_inorder(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);
root = NULL;

int main(void) {
int normall[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 206, 80, 10};
run_scenario("normal: 12 accesses: zig, zig-zig, and zig-zag all occur", normal, 12);

int hard[] = {64, 32, 96, 16, 48, 80, 112, 8, 24, 8, 96, 8, 40, 96, 8, 112};
run_scenario("hard: 16 accesses with repeats (locality)", hard, 16);

int root_access[] = {50, 30, 70, 20, 40, 50, 50, 60, 80, 50};
run_scenario("edge: accessing the root again (no rotation)", root_access, 10);

int new_key[] = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 999, -999};
run_scenario("edge: accessing a missing key inserts it and splays it", new_key, 10);

int single[] = {7};
run_scenario("edge: a single access on an empty tree", single, 1);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j SplayTree.java && java -cp /tmp/j SplayTree

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C calistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: SplayTree.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Splay tree: every access moves the accessed key to
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
2y
public class SplayTree {
static class Node {
int key;
Node left;
Node right;
Node parent;

}
static Node root;
static void rotateLeft(Node x) {

Node y = x.right;
x.right = y.left;

if (y.left != null) y.left.parent = x;
y.parent = x.parent;
if (x.parent == null) root = vy;
else if (x == x.parent.left) x.parent.left
else x.parent.right
y.left = x;
X.parent = vy;

}

static void rotateRight(Node y) {
Node x = y.left;
y.left = x.right;

if (x.right != null) x.right.parent = vy;
X.parent = y.parent;

if (y.parent == null)

else if (y == y.parent.left)
else
x.right
y.parent

root = Xx;

y.parent.left
y.parent.righ
=Y,
e

’

}

static void rotateUp(Node x) {
if (x == x.parent.left) rotateRight(x.parent)

}
static void splay(Node x) {
while (x.parent !'= null) {
Node p = x.parent, g = p.parent;
if (g == null)
else if ((x == p.left) == (p == g.left))
else
}

static Node accessKey(int key) {
Node cur root, parent null;
while (cur != null && cur.key != key) { paren
cur.right; }

if (cur == null) {
cur = new Node();
cur.key = key; cur.left = null; cur.right
if (parent == null) root = cur;
else if (key < parent.key) parent.left
else parent.right
}
splay(cur);

return cur;
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the root (zig, zig-zig, zig-zag).

y;
y;

:X;
:X;

t

; else rotateLeft(x.parent);

{ rotateUp(x); }
{ rotateUp(p); rotateUp(x); }
{ rotateUp(x); rotateUp(x); }

t = cur; cur = (key < cur.key) ? cur.left

null; cur.parent = parent;

cur;
cur;
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}

static void printInorder(Node n, StringBuilder sb) {
if (n == null) return;
printInorder(n.left, sb);
sb.append(' ').append(n.key);
printInorder(n.right, sb);

}

static void runScenario(String label, int[] ops) {
System.out.println("-- " + label + " --");
root = null;
for (int op : ops) {
accessKey(op) ;
StringBuilder sb = new StringBuilder();
printInorder(root, sb);
System.out.println("access(

+op + "): root = " + root.key + ", inorder =" + sb);

}
System.out.println();
root = null;

}

public static void main(String[] args) {
int[] normal = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 45, 206, 80, 10};
runScenario("normal: 12 accesses: zig, zig-zig, and zig-zag all occur", normal);

int[] hard = {64, 32, 96, 16, 48, 80, 112, 8, 24, 8, 96, 8, 40, 96, 8, 112};
runScenario("hard: 16 accesses with repeats (locality)", hard);

int[] rootAccess = {50, 30, 70, 20, 40, 50, 50, 60, 80, 50};
runScenario("edge: accessing the root again (no rotation)", rootAccess);

int[] newKey = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35, 999, -999};
runScenario("edge: accessing a missing key inserts it and splays it", newKey);

int[] single = {7};
runScenario("edge: a single access on an empty tree", single);

7.3 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. Hicbir tek erisim 0(log n) garantili degildir (bir erisim 0(n) tutabilir — agacin su anda bir zincir oldugunu
ve en derin diigiimiine eristiginizi hayal edin). Ama Sleator ve Tarjan, n-digimla bir splay agacinda herhangi bir m erisim
dizisinin toplamda 0(m log n) tuttugunu kanitladi — erisim basina amortize edilmis (amortized) 0(log n) — uzun
vadede AVL ve kirmizi-siyah ile eslesir, ve egri erigim oriintllerine otomatik olarak uyum saglar (hangi anahtarlarin "sicak"
oldugunu agaca hi¢ soylemeden kiiglk bir "¢alisma kiimesi" ucuz kalir).
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Sik yapilan hatalar

e Zig-zig'i, digimi dogrudan ebeveyni lizerinde iki ayr tekli dondiirme olarak uygulamak ("saf splay") — bu gegerli
bir agag islemidir ama amortize garantiyi vermez; bolim 7.2'deki blylikanne/baba-sonra-ebeveyn déndiirme
sirasi farki yaratan seydir.

e access 'in olmayan bir anahtarda da hala bir seyi splay ettigini unutmak — bu tasarimda, yeni eklenen digim;

diger bazi ders kitabi tlrevleri bunun yerine basarisiz aramada ziyaret edilen son diigiimu splay eder ve yeni
anahtari ona gore ekler — ikisi de gegerlidir, ama, BST silmenin ardil-mi-6ncel-mi se¢imi gibi, bir kurali segin ve

tutarh kalin.

+ Kendini sina: AYNI tek anahtara uzun bir erigim dizisinden sonra, agagtaki her DIGER anahtar kabaca ne v
kadar derindedir, ve neden?

0 tek anahtar kokte oturur (her erigim onu tekrar oraya splay eder), ama her diger anahtarin gorece derinligi o
tekrarlanan erisimlerden neredeyse hig etkilenmez — splay yalnizca erisilen anahtara giden yol boyunca her seferinde
ddgiimleri yeniden diizenler. Hig erisilmemis anahtarlar, ilk ekleme sirasindan kalan derinligi neyse onu korur; bu, tam
olarak bir splay agacinin "kiiresel" bir denge garantisi olmadigi, yalnizca yerel, erisim-basina bir garantisi oldugu
anlamina gelir.

8. 2-3 agaclarr: asla egrilmez, cunku yukari dogru bayur

8.1 Baslangig¢ sorusu, ve kisa bir tarihge

Simdiye kadarki her agag, dengesizligi olduktan sonra dondirmelerle diizeltir. Rudolf Bayer ve Edward M. McCreight,
1972'de farkli bir felsefe tanitti (Hafta 14'te dosyalarla tanisacaginiz B-agacina bir ara adim olarak): ya bir agacin yapisi,
dengesiz olmayi bastan imkansiz kilsaydi?

8.2 Fikir: digim basina 1 ya da 2 anahtar, dondirme yerine bolinme

Bir 2-3 agaci digiimii ya tek anahtar (2 gocuklu bir "2-digiim") ya da iki anahtar (3 gocuklu bir "3-digimi") tutar — ve,
kritik olarak, her yaprak tam olarak ayni derinliktedir, her zaman. Yeni bir anahtar dogru yapraga, sirali bigimde eklenir; o
yaprak zaten 2 anahtar tutuyorsa, artik gegici olarak 3 tutar — bir tagma (overflow). Diigiim iki 2-diigimiine baliiniir (split),
ve orta anahtari ebeveyne tasinir (promote), ki o da ayni sekilde tasabilir. Tagma koke ulasip orada boliiniirse, yepyeni bir
kok yaratilir, ve agacin yiiksekligi tam olarak bir artar — her yerde ayni anda, ki bu tam olarak her yapragin her zaman ayni
derinlikte kalmasinin nedenidir.
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1. insert(10) — aga¢ bostu, 10 tek anahtarl ilk yaprak
(kok) oldu.

3. insert(30) — dogru yaprak bulundu, 30 sirali
bicimde eklendi: [10, 20, 30].

39 | 40

5. insert(40) — eklendi, bolinme gerekmedi.
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10 | 20

2. insert(20) — eklendi, bélinme gerekmedi.

218

4. Kok boltinmesi: tasti ([10,20,30]), 10 ve 30 iki yeni
digime ayrilir, 20 yeni bir kdk olur. Agacin yiiksekligi
HER YERDE bir artar.

20 | 4e

(o) (o) ()

6. insert(50) — eklendi, 1 boélinme (kaskad).
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20 | 40 40 |
oloar B
L) (52 (=) (2

7. insert(60) — eklendi, bolinme gerekmedi. 8. insert(70) — eklendi, 2 bolinme (kaskad).

« «)
D
[Djaan

() (=) (oo o FHEEEE

9. insert(80) — eklendi, boliinme gerekmedi. 10. insert(90) — eklendi, 1 bolinme (kaskad).

B B
60 | 50 60 | se
J (] [

(e CRe EEE RS

11. insert(100) — eklendi, bolinme gerekmedi. 12. Bitti: 10 anahtar eklendi. Her yaprak hala AYNI
derinlikte — 2-3 agaci asla dengesizlesmez, ¢linku
blylme her zaman kokte olur.

Segcicide ayrica 14 anahtar, kok boliiniip yiikseklik artiyor (zor) ve ug durumlari — 10 deger, ¢ok sayida yinelenen ve 10
anahtar azalan sirada — deneyin; ya da rastgele veri i¢in & diigmesine basin, ya da kendi degerlerinizi yazin.
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gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/

Beklenen ¢ikti:

-- normal: 10 keys in ascending ord

insert(10): height = @, level-order
insert(20): height = 0, level-order
insert(30): height = 1, level-order
insert(40): height = 1, level-order
insert(50): height = 1, level-order
insert(60): height = 1, level-order
insert(70): height = 2, level-order
insert(80): height = 2, level-order
insert(90): height = 2, level-order
(

insert(100): height = 2, level-orde

Hafta 11 — Ders Notu

x two_three_tree_insert.c && /tmp/x

er -- a few splits --

[10]

[10,20]

[20] [10] [30]

[20] [10] [30,40]

[20,40] [10] [30] [50]

[20,40] [10] [30] [50,60]

[40] [20] [60] [10] [30] [50] [70]

[40] [20] [60] [10] [30] [50] [70,80]

[40] [20] [60,80] [10] [30] [50] [70] [90]
= [40] [20] [60,80] [10] [30] [50] [708] [90,100]

r

nd

the height grows --

[50]

[30,50]

[50] [30] [70]

[50] [20,30] [70]

[30,50] [20] [40] [70]

[30,50] [20] [40] [60,70]

[56] [30] [70] [20] [40] [60] [80]
[50] [30] [70] [10,20] [40] [60] [80]

[50] [3@] [70] [10,20]
[50] [20,30] [70] [10]
[50] [20,30] [70] [10]
[30,50] [20] [40] [70]
[30,50] [20] [40] [70]

[40] [60] [80,90]

[25] [4@] [60] [80,90]

[25] [35,40] [60] [80,90]

[10] [25] [35] [45] [60] [80,90]
[10] [25] [35] [45] [55,60] [80,90]

-- hard: 14 keys, the root splits a
insert(50): height = 0, level-order
insert(30): height = 0, level-order
insert(70): height = 1, level-order
insert(20): height = 1, level-order
insert(40): height = 1, level-order
insert(60): height = 1, level-order
insert(80): height = 2, level-order
insert(10): height = 2, level-order
insert(90): height = 2, level-order
insert(25): height = 2, level-order
insert(35): height = 2, level-order
insert(45): height = 2, level-order
insert(55): height = 2, level-order
insert(65): height = 2, level-order

-- edge: 10 values, many repeats --

insert

insert(8): height = @, level-order
insert(8): height = @, level-order
insert(3): height = @, level-order
insert(8): height = @, level-order
insert(15): height = 1, level-order
insert(3): height = 1, level-order
insert(20): height = 1, level-order
insert(3): height = 1, level-order
insert(15): height = 1, level-order
(

8): height = 1, level-order

-- edge: 10 keys in descending orde

insert(100): height = 0, level-orde
insert(90): height = 0, level-order
insert(80): height = 1, level-order
insert(70): height = 1, level-order
insert(60): height = 1, level-order
insert(50): height = 1, level-order
insert(40): height = 2, level-order
insert(30): height = 2, level-order
insert(20): height = 2, level-order
insert(10): height = 2, level-order

-- edge: a single key --
insert(7): height = @, level-order
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[30,50] [206] [40] [60,70] [10] [25] [35] [45] [55] [65] [8@,906]

= [8]
= [8]
= [3,8]
= [3,8]
= [8] [3] [15]
= [8] [3] [15]

(8] [3] [15,20]
(8] [3] [15,20]
(8] [3] [15,20]
(8] [3] [15,20]

F ==
r

[100]

[90,100]

[90] [88] [100]

[90] [76,80] [100]

[70,90] [60] [80] [108]

[70,90] [50,60] [80] [100]

[70] [506] [90] [40] [60] [80] [160]

[70] [50] [90] [30,40] [60] [80] [100]

[70] [30,50] [90] [20] [40] [60] [80] [100]
[70] [30,50] [90] [10,20] [40] [60] [80] [100]

(7]
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B Tam program: two_three_tree_insert.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* 2-3 tree: insert (growing upward via node splits).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

5/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

typedef struct Node {

int nkeys; /* 1 or 2 (briefly 3 mid-overflow, before it is split) */

int key[3];

struct Node *child[4]; /* nkeys + 1 children, or none if a leaf (briefly 4 mid-overflow) */
} Node;

static Node *make_leaf(int key) {
Node *n = malloc(sizeof(Node));
n->nkeys = 1; n->key[8] = key;
n->child[@] = n->child[1] = n->child[2] = n->child[3] = NULL;
return n;

}
static int is_leaf(Node *n) { return n->child[@] == NULL; }

static int child_index(Node *n, int key) {

int i = 9;
while (i < n->nkeys && key > n->key[i]) i++;
return 1i;
}
static int leaf_has(Node *n, int key) {
for (int i = 0; i < n->nkeys; i++) if (n->key[i] == key) return 1;
return 0;

}

static void insert_sorted(Node *n, int key) {
n->key[n->nkeys] = key;
n->nkeys++;
for (int i = n->nkeys - 1; i > @ && n->key[i] < n->key[i - 1]; i--) {
int tmp = n->key[i]; n->key[i] = n->key[i - 1]; n->key[i - 1] = tmp;
}
}

static void split_node(Node *node, Node **1left, Node **right, int *promoted) {
int k@ = node->key[0], k1 = node->key[1], k2 = node->key[2];
if (is_leaf(node)) {
*left = make_leaf(k0);
*right = make_leaf(k2);

} else {
*left = malloc(sizeof(Node));
(*left)->nkeys = 1; (*left)->key[0] = kO;
(*left)->child[@] = node->child[0]; (*left)->child[1] = node->child[1]; (*left)->child[2]
= NULL; (*left)->child[3] = NULL;

*right = malloc(sizeof(Node));

(*right)->nkeys = 1; (*right)->key[0] = k2;

(*right)->child[@] = node->child[2]; (*right)->child[1] = node->child[3]; (*right)-
>child[2] = NULL; (*right)->child[3] = NULL;
}

*promoted = k1;

}

static void replace_with_split(Node *parent, Node *old, int promoted, Node *left, Node *right) {
int idx = 0;
while (parent->child[idx] '= old) idx++;
for (int i = parent->nkeys; i > idx; i--) parent->child[i + 1] = parent->child[i];

for (int i = parent->nkeys - 1; i >= idx; i--) parent->key[i + 1] = parent->key[i];
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parent->key[idx] = promoted;
parent->child[idx] = left;
parent->child[idx + 1]
parent->nkeys++;

right;
}

Node *insert(Node *root, int key) {
if (root == NULL) return make_leaf(key);
Node *path[32]; int depth = ©;

Node *cur = root;

while (cur->child[@] != NULL) {
path[depth++] = cur;
int i = child_index(cur, key);

if (i < cur->nkeys && cur->key[i] ==
cur = cur->child[i];

}
if (leaf_has(cur, key)) return root;
insert_sorted(cur, key);

}

static void print_level_order(Node *root) {
Node *queue[256]; int gh = 0, qt = @;
queue[qt++] root;
while (gh < qt) {
Node *n = queue[gh++];
print_node(n);
printf(" ");

}

static int tree_height(Node *n) {
if (n == NULL || is_leaf(n)) return 0;
return 1 + tree_height(n->child[@]);

}

static void free_tree(Node *n) {
if (n == NULL) return;
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/* walk down to the right leaf */

key) return root;

Node *node = cur;
while (node->nkeys == 3) { /* overflow: split and promote the middle
key */
Node *left, *right; int promoted;
split_node(node, &left, &right, &promoted);
if (depth == 9) {
Node *nr = malloc(sizeof(Node));
nr->nkeys = 1; nr->key[0] = promoted;
nr->child[@] = left; nr->child[1] = right; nr->child[2] = NULL; nr->child[3] = NULL;
free(node) ; /* its key(s)/children were copied into
left/right */
return nr; /* root split: height + 1 */
}
Node *parent = path[--depth];
replace_with_split(parent, node, promoted, left, right);
free(node) ; /* its key(s)/children were copied into
left/right */
node = parent;
}
return root;
}
static void print_node(Node *n) {
printf("[");
for (int i = @; i < n->nkeys; i++) printf(i ? ", %d" "%d", n->key[i]);
printf("1");

if (!is_leaf(n)) for (int i = @; i <= n->nkeys; i++) queue[qt++]

Hafta 11 — Ders Notu

/* duplicate: unchanged */

/* duplicate: unchanged */
/* leaf now has 2 or 3 keys */

n->child[i];
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if (!is_leaf(n)) for (int i = ©; i <= n->nkeys; i++) free_tree(n->child[i]);
free(n);

}

static void run_scenario(const char *label, const int keys[], int n) {
printf("-- %s --\n", label);
Node *root = NULL;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
root = insert(root, keys[i]);
printf("insert(%d): height = %d, level-order = ", keys[i], tree_height(root));
print_level_order(root);
printf("\n");
}
printf("\n");
free_tree(root);

int main(void) {
int normall[] = {10, 20, 306, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100};
run_scenario("normal: 10 keys in ascending order -- a few splits", normal, 10);

int hard[] = {506, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 90, 25, 35, 45, 55, 65};
run_scenario("hard: 14 keys, the root splits and the height grows", hard, 14);

int dup[] = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
run_scenario("edge: 10 values, many repeats", dup, 10);

int desc[] = {100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
run_scenario("edge: 10 keys in descending order", desc, 10);

int single[] = {7};
run_scenario("edge: a single key", single, 1);

return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j TwoThreeTreelnsert.java && java -cp /tmp/j TwoThreeTreelnsert

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C calistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: TwoThreeTreelnsert.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* 2-3 tree: insert (growing upward via node splits).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
Y
import java.util.ArrayDeque;
import java.util.Queue;

public class TwoThreeTreelInsert {
static class Node {
int nkeys; // 1 or 2 (briefly 3 mid-overflow, before it is split)
int[] key = new int[3];
Node[] child = new Node[4]; // nkeys + 1 children, or none if a leaf (briefly 4 mid-
overflow)

}

static Node makelLeaf(int key) {
Node n = new Node();
n.nkeys = 1; n.key[0] = key;
return n;

}
static boolean isLeaf(Node n) { return n.child[@] == null; }

static int childIndex(Node n, int key) {

int i = 9;
while (i < n.nkeys && key > n.key[i]) i++;
return 1i;

}

static boolean leafHas(Node n, int key) {
for (int i1 = @; i < n.nkeys; i++) if (n.key[i] == key) return true;
return false;

}

static void insertSorted(Node n, int key) {
n.key[n.nkeys] = key;
n.nkeys++;
for (int i = n.nkeys - 1; 1 > 0 & n.key[i] < n.key[i - 1]; i--) {
int tmp = n.key[i]; n.key[i] = n.key[i - 1]; n.key[i - 1] = tmp;
}

static class Split { Node left, right; int promoted; }

static Split splitNode(Node node) {
int k@ = node.key[0], k1 = node.key[1], k2 = node.key[2];
Split s = new Split();
if (isLeaf(node)) {
s.left = makeLeaf(k0);
s.right = makelLeaf(k2);
} else {
s.left = new Node();

s.left.nkeys = 1; s.left.key[0] = kO;
s.left.child[@] = node.child[@]; s.left.child[1] = node.child[1];
s.right = new Node();
s.right.nkeys = 1; s.right.key[0] = k2;
s.right.child[@] = node.child[2]; s.right.child[1] = node.child[3];
}
s.promoted = k1;
return s;

}

static void replaceWithSplit(Node parent, Node old, int promoted, Node left, Node right) {
int idx = 0;
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while (parent.child[idx] !'= old) idx++;

for (int i = parent.nkeys; i > idx; i--) parent.child[i + 1] = parent.child[i];
for (int i = parent.nkeys - 1; i >= idx; i--) parent.key[i + 1] = parent.key[i];
parent.key[idx] = promoted;

parent.child[idx] = left;

parent.child[idx + 1] = right;

parent.nkeys++;

}

static Node insert(Node root, int key) {

if (root == null) return makelLeaf(key);

Node[] path = new Node[32]; int depth = 0;

Node cur = root;

while (cur.child[@] '= null) { // walk down to the right leaf
path[depth++] = cur;
int i1 = childIndex(cur, key);
if (i < cur.nkeys && cur.key[i] == key) return root; // duplicate: unchanged
cur = cur.child[i];

}
if (leafHas(cur, key)) return root; // duplicate: unchanged
insertSorted(cur, key); // leaf now has 2 or 3 keys
Node node = cur;
while (node.nkeys == 3) { // overflow: split and promote the
middle key
Split s = splitNode(node);
if (depth == 0) {
Node nr = new Node();
nr.nkeys = 1; nr.key[@] = s.promoted;
nr.child[@] = s.left; nr.child[1] = s.right;
return nr; // root split: height + 1
}
Node parent = path[--depth];
replaceWithSplit(parent, node, s.promoted, s.left, s.right);
node = parent;
}

return root;

}

static void printNode(Node n, StringBuilder sb) {
sb.append('[");
for (int i = 9; i < n.nkeys; i++) { if (i > @) sb.append(','); sb.append(n.key[i]); }
sb.append("] ");

static void printLevelOrder(Node root, StringBuilder sb) {
Queue<Node> q = new ArrayDeque<>();
g.add(root);
while (!q.isEmpty()) {
Node n = q.poll();
printNode(n, sb);
if (!isLeaf(n)) for (int i = @; i <= n.nkeys; i++) g.add(n.child[i]);

static int treeHeight(Node n) {
if (n == null || isLeaf(n)) return 0;
return 1 + treeHeight(n.child[0]);

}

static void runScenario(String label, int[] keys) {
System.out.println("-- " + label + " --");
Node root = null;
for (int key : keys) {
root = insert(root, key);
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StringBuilder sb = new StringBuilder();

printLevelOrder(root, sb);

System.out.println("insert(" + key + "): height = " + treeHeight(root) + ", level-
order = " + sb);

}
System.out.println();

}

public static void main(String[] args) {
int[] normal = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100};
runScenario("normal: 10 keys in ascending order -- a few splits", normal);

int[] hard = {50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 10, 90, 25, 35, 45, 55, 65};
runScenario("hard: 14 keys, the root splits and the height grows", hard);

int[] dup = {8, 8, 3, 8, 15, 3, 20, 3, 15, 8};
runScenario("edge: 10 values, many repeats", dup);

int[] desc = {100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10};
runScenario("edge: 10 keys in descending order", desc);

int[] single = {7};
runScenario("edge: a single key", single);

8.3 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. Her yaprak her zaman ayni h derinliginde oldugu ve her diigiimin 2 ya da 3 gocugu oldugu i¢in, h = 0(log
n) 'dir (6zellikle 1og3(n+1) - 1 ile log2(n+1) - 1 arasinda). insert,yapragi bulmakigin o(h) asag yurir, sonra
bolinmeler en fazla 0(h) kez yukari katlanir, her biri 0(1) 'dir — bu ylizden insert en kot durumda 0(log n) 'dir, ve bu
haftaki diger her agacin aksine hig dondiirme yapmadan. (2-3 agaglarn B-agacinin dogrudan atasidir — Hafta 14, "1 ya da 2
anahtar, tasmada bol" fikrini "en fazla m - 1 anahtar"a genellestirir, bellege degil disk bloklarina ayarlanmisg olarak.)

A\ Sik yapilan hatalar

e Birdigimiin child[] dizisinin, tagma aninda gegici olarak (b6liinme onu ¢6zmeden dnce) 4 yuvaya ihtiyag
duydugunu unutmak (3 degil) — diziyi yalnizca kararli durumun (2 anahtar, 3 gocuk) en biyigiine gére
boyutlandirmak, gergek ve fark edilmesi kolay bir tampon tagmasidir (buffer overflow).

» Anahtarlari ve gocuklari iki yeni yariya kopyalandiktan sonra bir digimi boliip serbest birakmayi (free) unutmak
— eski diigiim ulasilamaz ¢ope doner, bir sizinti denetleyicisinin ( --sanitize 'In AddressSanitizer' gibi)
yakalayacag tiirden.

e Tasinan anahtarin Ggliniin en kiicligi ya da en blyugi oldugunu varsaymak — her zaman orta olandir; yanls
anahtari tagimak siralama degismezini sessizce bozar.
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/" Kendini sina: bir 2-3 agacinin yiiksekligi neden YALNIZCA kokte biiyiir, hi¢ ortada bir yerde degil? v

Bir boliinme yalnizca o belirli diigiimiin kendi tagmasina dogrudan bir yanit olarak gergeklesir, ve sonucu (tasinan
anahtar) kendi ebeveynine verilir — asla bir kardese ya da farkl bir derinlikteki bir digiime degil. Katlanma (cascade)
yalnizca yeni anahtarin eklendidi ayni yol boyunca yukari gidebilir, bu yiizden bir béliinmenin "taginacak ebeveyni”
tlikenebilecegi tek yer koktiir — ki tam olarak yeni bir seviyenin yaratildidi yer de yalnizca orasidir.

9. Segment agaclari: bir ARALIK hakkindaki sorulart yanitlama

9.1 Baslangi¢ sorusu

Simdiye kadarki her agac " x anahtari burada mi?" — tek anahtarli bir soruyu yanitliyordu. Farkli, gok yaygin bir soru sudur:
"1 indisiile r indisiarasindaki her degerin toplami (ya da min, ya da maks...) nedir?" Diiz bir dongi bunu sorgu basina
0(n) 'de yanitlar; ayni (ya da yavascga degisen) dizi izerinde birgok boyle sorguyu yanitlamaniz gerekiyorsa, daha iyisini
yapabilir misiniz?

9.2 Fikir: her araligi bir kez dnceden hesapla, O(log n)'de sorgula

Bir segment agaci, sabit boyutlu bir dizi izerinde bir kez kurulur. Digim i (klasik 1-indisli yerlesimi kullanarak — ¢ocuklar
2i ve 2i+1), bir [1o, hi] araligindan sorumludur; bir yaprak bir dizi de@eri tutar, ve bir i¢ digim iki gocugunun
toplamini tutar. query(1, r) 'yiyanitlamak kokten asagi yirdr: [1, r] 'nin tamamen disinda olan bir digim hemen o
katkida bulunur (budanir); [1, r] 'nin tamamen iginde olan bir diigiim, daha asa@i inmeye hi¢ gerek kalmadan, goktan
hesaplanmis toplamiyla hemen katkida bulunur; yalnizca kismen kesisen bir diigiim her iki gocuga da inmelidir. Agacin
0(log n) seviyesioldugu ve bir sorgu yalnizca kismen kesisen diigimlerde — her tarafta en fazla 0(log n) tane —

"ayrildigi” i¢in, sorgunun tamami 0(n) degil 0(log n) tutar.
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[e,9]

55

[9}4]/ \[S}Q]

27 28
[9,2/ \3,4] [5,?/ \8,9]
12 16

16 11
[a,s,/ 2] 13,71 [hel [5
s | (=]

[§.1] [5.7]

1. Dizinin 10 degeri yapraklara yerlesir (yesil). i¢
digtmler hentiz hesaplanmadi.

2. build: her i¢ diigiim, asagidan yukari, iki cocugunun
toplami olarak hesaplanir — toplamda O(n) is.

3. sorgu [0,9] -> toplam = 55 (1 diigiim ziyaret edildi). 4. sorgu [2,5] -> toplam = 20 (13 diigim ziyaret
edildi).
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5. sorgu [7,7] -> toplam = 4 (7 diiglim ziyaret edildi). 6. Bitti: 3 sorgu. Her sorgu en fazla O(log n) digiim
ziyaret eder — bir dliz déngunin O(n)'ine karsi biyuk
kazang, ozellikle cok sayida sorgu varsa.

Segcicide ayrica 14 deger, negatifler dahil, 4 sorgu (zor) ve ug¢ durumlari — sorgu tiim diziyi kapsiyor, ii¢ tek noktali sorgu,
ve tek elemanl dizi — deneyin; ya da rastgele veri i¢in & digmesine basin, ya da kendi arr=... q=1-r,1-r degerlerinizi
yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x segment_tree.c && /tmp/x
Beklenen ¢ikti:

-- normal: 10 values, 3 queries: full range, partial, a single point --
built from 10 values

query(0,9) = 55

query(2,5) 20

query(7,7) = 4

-- hard: 14 values including negatives, 4 queries --
built from 14 values

query(0,13) = 28
query(3,8) = 14
query(10,10) = 6
query(1,2) = 5

-- edge: the query spans the whole array --
built from 10 values
query(0,9) = 55

-- edge: three single-point queries --
built from 10 values

query(0,0) = 11

query(9,9) = 100

query(4,4) 55

-- edge: a single-element array --
built from 1 values
query(0,0) = 42
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B Tam program: segment_tree.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* Segment tree: build once from an array, then answer range-sum queries in 0(log n).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

Y

#include <stdio.h>

#define MAXN 32
long tree[4 * MAXN];

void build(int i, int lo, int hi, int arr[]) {

if (lo == hi) { tree[i] = arr[lo]; return; }
int mid = (lo + hi) / 2;
build(2 * i, 1o, mid, arr);
build(2 * i + 1, mid + 1, hi, arr);
tree[i] = tree[2 * i] + tree[2 * 1 + 1];
}
long query(int i, int lo, int hi, int 1, int r) {
if (r < 1o || hi < 1) return 0; /* no overlap: outside [1, r] */
if (1 <= lo && hi <= r) return tree[i]; /* fully inside: precomputed sum */
int mid = (lo + hi) / 2; /* partial overlap: check both halves */

return query(2 * i, lo, mid, 1, r) + query(2 * i + 1, mid + 1, hi, 1, r);

}

static void run_scenario(const char *label, int arr[], int n, int queries[][2], int nqg) {
printf("-- %s --\n", label);
build(1, @, n - 1, arr);
printf("built from %d values\n", n);
for (int i = 0; i < nqg; i++) {
long s = query(1, @, n - 1, queries[i][@], queries[i][1]);
printf("query(%d,%d) = %ld\n", queries[i][@], queries[i][1], s);
}
printf("\n");

int main(void) {

int normal[] = {5, 3, 8, 2, 9, 1, 7, 4, 6, 10};

int normal_q[][2] = {{0, 9}, {2, 5}, {7, 7}};

run_scenario("normal: 10 values, 3 queries: full range, partial, a single point", normal, 10,
normal_q, 3);

int hard[] = {4, -7, 12, 3, -2, 9, -5, 8, 1, -3, 6, 0, -9, 11};
int hard_q[][2] = {{e, 13}, {3, 8}, {16, 10}, {1, 2}};
run_scenario("hard: 14 values including negatives, 4 queries", hard, 14, hard_q, 4);

int fulll] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 18};
int full_q[][2] = {{@, 9}};
run_scenario("edge: the query spans the whole array", full, 16, full_q, 1);

int points[] = {11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 100};
int points_q[]1[2] = {{e, 8}, {9, 9}, {4, 4}};
run_scenario("edge: three single-point queries", points, 10, points_q, 3);

int single[] = {42};
int single_q[][2] = {{@, @}};

run_scenario("edge: a single-element array", single, 1, single_q, 1);

return 0;
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javac -Xlint:all -d /tmp/j SegmentTree.java && java -cp /tmp/j SegmentTree

Beklenen c¢ikti: yukaridaki C calistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: segmentTree.java v
/* Week 11 -- Advanced Trees
* Segment tree: build once from an array, then answer range-sum queries in 0(log n).
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)
*/
public class SegmentTree {
static final int MAXN = 32;
static long[] tree = new long[4 * MAXN];
static void build(int i, int lo, int hi, int[] arr) {
if (lo == hi) { tree[i] = arr[lo]; return; }
int mid = (lo + hi) / 2;
build(2 * i, lo, mid, arr);
build(2 * i + 1, mid + 1, hi, arr);
tree[i] = tree[2 * i] + tree[2 * i + 1];
}
static long query(int i, int lo, int hi, int 1, int r) {
if (r < 1o || hi < 1) return 0; // no overlap: outside [1,
if (1 <= lo && hi <= r) return tree[i]; // fully inside: precomputed sum
int mid = (lo + hi) / 2; // partial overlap: check both
halves
return query(2 * i, lo, mid, 1, r) + query(2 * i + 1, mid + 1, hi, 1, r);
}
static void runScenario(String label, int[] arr, int[][] queries) {
System.out.println("-- " + label + " --");
int n = arr.length;
build(1, @, n - 1, arr);
System.out.println("built from " + n + " values");
for (int[] q : queries) {
long s = query(1, @, n - 1, qg[e@], q[1]);
System.out.println("query(" + q[@] + "," + q[1] + ") = " + 8);
}
System.out.println();
}
public static void main(String[] args) {
int[] normal = {5, 3, 8, 2, 9, 1, 7, 4, 6, 10};
int[][] normalQ = {{@, 9}, {2, 5}, {7, 7}};
runScenario("normal: 10 values, 3 queries: full range, partial, a single point", normal,
normalQ) ;
int[] hard = {4, -7, 12, 3, -2, 9, -5, 8, 1, -3, 6, 0, -9, 11};
int[][] hardQ = {{e@, 13}, {3, 8}, {10, 10}, {1, 2}};
runScenario("hard: 14 values including negatives, 4 queries", hard, hardQ);
int[] full = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
int[][] fullQ = {{e, 9}};
runScenario("edge: the query spans the whole array", full, fullQ);
int[] points = {11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 100};
int[][] pointsQ = {{8, @}, {9, 9}, {4, 4}};
runScenario("edge: three single-point queries", points, pointsQ);
int[] single = {42};
int[][] singleQ = {{6, O}};
runScenario("edge: a single-element array", single, singleQ);
}
}
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9.3 Karmasiklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. build, her digimd bir kez ziyaret eder — toplamda o(n) (n yaprakl bir segment agacinin toplam diigim
sayisl 4n 'den azdir, dizinin 4 * MAXN boyutunun nedeni budur). Her query, 0(log n) 'dir: her seviyede en fazla iki
digim "kismen kesisir" ve iki gocuguna da inilir, ve adacin 0(log n) seviyesi vardir. B6lim 1-8'in aksine, agacin bigimi
hi¢ veriye bagh degildir — yalnizca n 'e baglidir, bu yiizden bir segment agaci bolim 4'tin BST'sinin dejenere oldugu gibi

asla dejenere olamaz.

Sik yapilan hatalar

o Arkadaki diziyi 2 * n olarak boyutlandirmak, 4 * n yerine —agac¢ n 'in bir ikinin kuvveti olmasi anlaminda
zorunlu olarak tam (complete) bir ikili aga¢ olmadidi igin, 21 / 2i+1 Ozyinelemesinin gergekten dokundugu en
yiiksek indis en kot durumda 4n ‘e yaklasabilir.

e "Tamamen iginde'yi (1 <= lo && hi <= r)"tamamendisinda" (r < lo || hi < 1) ile karistirmak — bu iki
kosulu degistirmek her sorguyu sessizce amaglanan araligin timleyenini dondirir hale getirir.

o Her tek-noktali glincelleme igin biitiin agaci yeniden kurmak (0(n) ) yerine 6zel bir 0(1og n) nokta-glincelleme
fonksiyonu yazmamak (burada gosterilmedi, ama dogal bir genisletme: yapraga kadar asagd yirt, degistir, sonra
geri donerken toplamlari yeniden hesapla — tam olarak build ile ayni bigim).

+/ Kendini sina: bir sorgunun maliyeti neden O(log n)'dir, her seviyedeki diigiim sayisi CARPI O(log n) degil? v

Ozyinelemenin herhangi bir tek seviyesinde, en fazla iki diigiim "kismen kesisiyor, her iki cocuguna da inilmeli"
durumundadir — biri [1, r] 'nin sol sinirinda, biri sag sinirinda. O seviyedeki her diger diigiim ya tamamen iceridedir
(hemen yanitlanir, daha fazla 6zyineleme yok) ya da tamamen disaridadir (hemen budanir). Yani toplam is agacin
yiiksekligiyle orantilidir, 0(1og n), her seviyede ziyaret edilen diigiim sayisiyla degil.

10. Fenwick agaclari: ayni fikir, tek bir dizi, tek bir hile

10.1 Baslangi¢ sorusu, ve kisa bir tarihge

Bir segment adaci aralik-toplami sorgularini 0(1log n) 'de yanitlar, ama en fazla 4n digumliik agik bir agag gerektirir.
Peter Fenwick, 1994'te daha yalin bir alternatif yayimladi: hi¢ agik agag yapisi olmadan diiz bir dizi, 5nek toplami (prefix
sum) sorgularini ayni hizda yanitlayabilir mi? Yaniti Fenwick agaci, ayni zamanda ikili indeksli agag (binary indexed tree,
BIT) olarak da adlandirilir.

10.2 Fikir: i & -1, en dusuk ayarl biti yalitir

1-indisli bir bit[1..n] dizisi, bit[i] 'nin, tam olarak i indisinde biten i & -i biyikliginde ( i 'nin en diisilk ayarl
bitinin degeri, ikiler timleyeni (two's-complement) negatifinden hesaplanir) bir araligin toplamini tutacak sekilde kurulur.
update(i, delta) yukariyirir: i += i & -i, sorumluluk arali§i i 'yiigeren her hiicreye delta'yi ekler. query(i)
(6nek toplami v[1] + ... + v[i])asagiylrir: i -= i & -i, 1..i'yi hi¢ gakismadan birlikte kaplayan tam olarak
0(log n) hiicreyi toplar. Agag gostericisi yok, 6zyineleme yok — yalnizca diiz bir dizi ve bir bitsel hile.
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bit[] =

1. bit[1..10] sifirlanmis olarak basliyor. Her hiicrenin
Ustiinde indisi (i) yaziyor.

i&-i=4->nexti=38

1 2 3 4 5
w- 2GR
\u—v_d'

[3.3]

3. update(3, 5) — bit[4] bu araligin toplamini tutar:
[1,4]. 5 eklenir, sonra i +=i & -i.

i&-i=1->nexti=28

1 2 3 4 5 -] 7 8 9
- EE @R
—~~

[7.71

le

5. update(7, 2) — bit[7] bu araligin toplamini tutar:
[7,7]. 2 eklenir, sonra i +=1 & -i.

1 2 3 4 5 3] 7 8 9 le

7. query(10) = 7 — 2 hicrenin toplami, bunlar 1..10'i
cakismadan tam kaplar.

1 2 3 4 5 3] 7 8 9 1@

9. query(5) = 9 — 2 hiicrenin toplami, bunlar 1..5'i
cakismadan tam kaplar.
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i&-i=1->nexti=4

1 2 3
- ]

—~
3.3]

4 5 6 7 8 9 16

2. update(3, 5) — bit[3] bu araligin toplamini tutar:
[3,3]. 5 eklenir, sonrai +=1 & -i.

i& -i=8->nextis=(>n, stop)

1 2 3 4 5 [ 7 8 9 18
w- O EE

.
[3.3]

4. update(3, 5) — bit[8] bu araligin toplamini tutar:
[1,8]. 5 eklenir, sonra i +=1i & -i.

i&-i=8->nextiz=(>n, stop)

1 2 3 4 5 6 7 8 9

-
[7.71

16

6. update(7, 2) — bit[8] bu araligin toplamini tutar:
[1,8]. 2 eklenir, sonrai +=1 & -i.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 16
o oonnannn

8. update(1, 4) — 4 hticre giincellendi (O(log n)).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 16

10. update(10, 3) — 1 hiicre glincellendi (O(log n)).
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9 1

1 2 3 4 5 B 7 8 a
sagaaannaang

11. query(10) = 14 — 2 hiicrenin toplami, bunlar
1.10'i cakismadan tam kaplar.

1 2 3 4 5 3] 7 8 9 le
wa- [ )(EEIEEEEEE]

13. Bitti: 8 islem. Her update ve her query en fazla
O(log n) adim sirer — i & -i, ikilik (binary) tabanda en
sagdaki 1 bitini yalitan basit bir aritmetik hile.

Hafta 11 — Ders Notu

9 1

1 2 3 4 5 [ 7 8 a
sagaaonnanng

12. query(1) = 4 — 1 hiicrenin toplami, bunlar 1..1°i
cakismadan tam kaplar.

Segicide ayrica n=16, 10 islem, negatif delta dahil (zor) ve u¢ durumlari — n=16, update(1) 5 adim siirer, query(16) yalniz
1adim (i & -i'nin etkisinin dogrudan bir 6rnegi), negatif deltalar toplami eksiye diisiirebilir, ve ekleme ve hemen ayni
noktada sorgu — deneyin; ya da rastgele veri igin &+ diigmesine basin, ya da kendi n=... add(i,delta) query(i)

degerlerinizi yazin.

gcc -std=c11 -Wall -Wextra -o /tmp/x fenwick_tree.c && /tmp/x

Beklenen cikti:
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-- normal: n=18, 8 operations: updates and queries mixed --
update(3, 5)

update(7, 2)

query(10) = 7

update(1, 4)

query(5) = 9

update(10, 3)

query(10) = 14

query(1) = 4

-- hard: n=16, 10 operations, including negative deltas --
update(5, 8)
update(12, -3)
query(16) = 5
update(1, 6)
update(16, 4)
query(8) = 14
update(9, -5)
query(16) = 10
query(12) = 6
update(8, 2)

-- edge: n=16, update(1) takes 5 steps, query(16) takes only 1 --
update(1, 7)
query(16) = 7

-- edge: negative deltas can push the sum below zero --
update(4, -9)

update(8, 2)

query(10) = -7

update(1, -3)

query(4) = -12

query(10) = -10

-- edge: an update immediately queried at the same point --

update(1, 9)
query(1) =9
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B Tam program: fenwick_tree.c v
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/* Week 11 -- Advanced Trees
* Fenwick tree (binary indexed tree, BIT): prefix sums and i & -i.
* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

Y

#include <stdio.h>

#define MAXN 32

int bit[MAXN + 1]; /* 1-indexed; bit[@] is unused */
int n;

void update(int i, int delta) {
while (i <= n) {
bit[i] += delta;

i+=1 & (-1); /* move to the next responsible index */
}
}
int query(int i) { /* prefix sum: v[1] + v[2] + ... + v[i] */
int sum = 0;
while (i > @) {
sum += bit[i];
i-=18& (-1); /* move to the previous responsible index */
}
return sum;
}

typedef struct { int is_query; int i; int delta; } Op;

static void run_scenario(const char *label, int size, Op ops[], int nops) {
printf("-- %s --\n", label);
n = size;
for (int i = 0; i <= n; i++) bit[i] = 0;
for (int k = 0; k < nops; k++) {
if (ops[k].is_query) {
printf("query(%d) = %d\n", ops[k].i, query(ops[k].i));
} else {
update(ops[k].i, ops[k].delta);
printf("update(%d, %d)\n", ops[k].i, ops[k].delta);
}

}
printf("\n");

int main(void) {
Op normal[] = {
{0, 3, 5}, (o, 7, 2}, {1, 10, @}, {0, 1, 4}, {1, 5, o}, {e, 10, 3}, {1, 10, @}, {1, 1, 0}
b

run_scenario("normal: n=10, 8 operations: updates and queries mixed", 10, normal, 8);

Op hard[] = {
{e, 5, 8}, {0, 12, -3}, {1, 16, @}, {0, 1, 6}, {0, 16, 4}, {1, 8, 0}, {0, 9, -5}, {1, 16,
0}, {1, 12, o}, {e, 8, 2}
b

run_scenario("hard: n=16, 10 operations, including negative deltas", 16, hard, 10);

Op chain[] = { {0, 1, 7}, {1, 16, 8} };
run_scenario("edge: n=16, update(1) takes 5 steps, query(16) takes only 1", 16, chain, 2);

Op negl] = { {0, 4, -9}, {@, 8, 2}, {1, 18, @}, {6, 1, -3}, {1, 4, @}, {1, 18, @} };
run_scenario("edge: negative deltas can push the sum below zero", 10, neg, 6);

Op point[] = { {@, 1, 9}, {1, 1, @} };
run_scenario("edge: an update immediately queried at the same point", 10, point, 2);
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return 0;

javac -Xlint:all -d /tmp/j FenwickTree.java && java -cp /tmp/j FenwickTree

Beklenen ¢ikti: yukaridaki C galistirmasiyla birebir ayni (ayni algoritma, ayni veri).
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B Tam program: FenwickTree.java v
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/* Week 11 -- Advanced Trees

* Fenwick tree (binary indexed tree, BIT): prefix sums and i & -i.

* CEN207 Data Structures (formerly CE205)

2

public class FenwickTree {
static final int MAXN = 32;
static int[] bit = new int[MAXN + 1]; // 1-indexed; bit[@] is unused
static int n;

static void update(int i, int delta) {
while (i <= n) {
bit[i] += delta;

i+=1 & (-1); // move to the next responsible index
}
}
static int query(int i) { // prefix sum: v[1] + v[2] + ... + v[i]
int sum = 9;
while (i > 0) {
sum += bit[i];
i-=18& (-1); // move to the previous responsible index
}
return sum;
}

static class Op {
boolean isQuery; int i; int delta;
Op(boolean isQuery, int i, int delta) { this.isQuery = isQuery; this.i = i; this.delta =

delta; }
}
static void runScenario(String label, int size, Op[] ops) {
System.out.println("-- " + label + " --");
n = size;

for (int i = @; i <= n; i++) bit[i] = ©;
for (Op op : ops) {
if (op.isQuery) {

System.out.println("query(" + op.i + ") = " + query(op.i));
} else {
update(op.i, op.delta);
System.out.println("update(" + op.i + ", " + op.delta + ")");

}

}
System.out.println();

}

public static void main(String[] args) {
op[] normal = {
new Op(false, 3, 5), new Op(false, 7, 2), new Op(true, 10, @), new Op(false, 1, 4),
new Op(true, 5, 0), new Op(false, 10, 3), new Op(true, 10, @), new Op(true, 1, 0)
bo

runScenario("normal: n=10, 8 operations: updates and queries mixed", 10, normal);

op[] hard = {

new Op(false, 5, 8), new Op(false, 12, -3), new Op(true, 16, @), new Op(false, 1, 6),
new Op(false, 16, 4), new Op(true, 8, @), new Op(false, 9, -5), new Op(true, 16, 0),
new Op(true, 12, @), new Op(false, 8, 2)

b

runScenario("hard: n=16, 10 operations, including negative deltas", 16, hard);

Op[] chain = { new Op(false, 1, 7), new Op(true, 16, 8) };
runScenario("edge: n=16, update(1) takes 5 steps, query(16) takes only 1", 16, chain);

Op[] neg = {
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new Op(false, 4, -9), new Op(false, 8, 2), new Op(true, 10, 9),
new Op(false, 1, -3), new Op(true, 4, @), new Op(true, 10, 0)
bs

runScenario("edge: negative deltas can push the sum below zero", 10, neg);

Op[] point = { new Op(false, 1, 9), new Op(true, 1, ©) };
runScenario("edge: an update immediately queried at the same point", 10, point);

10.3 KarmasiKklik, sik hatalar, kendini sina

Karmasiklik. Hem update hem query, 0(log n) 'dir: i & -i, her adimda dongiiniin sinirina olan mesafeyi en az iki
katina ¢ikarir (update igin) ya da en az yariya indirir ( query igin), bu yiizden her biri en fazla floor(log2(n)) + 1
yineleme tutar. Alan 0(n) 'dir — diiz bir int dizisi, bir segment agacinin agik diigiim agacindan garpici bigimde daha az
yiik ile — bu ylizden Fenwick agaglari, arkadaki dizinin boyutunun degismesi gerekmeyecegi her durumda pratikte
genellikle tercih edilir.

Sik yapilan hatalar

e O-indisleme kullanmak. i & -i hilesi 6zellikle indis @ 'in ikili gdsteriminin tamamen sifir olmasina dayanir, ki bu
bir update yada query donglsini asla dogru sonlandirmaz — Fenwick agaclari her zaman 1-indislidir.

e C/Java'da -i 'nin ikiler timleyeni gosterimine dayandigini unutmak, ki her iki dilin kendi int tiiri de bunu garanti
eder — ama dilin kendi tekli - islecinin yerine i & (n - i) ya da baska kendi yapimi bir "negasyon” yazmak
sessizce yanlis dederi hesaplar.

e Aralik minimum ya da maksimum sorgulari igin bir Fenwick agacina bagvurmak — update / query ydriyisd, bir
katkiyi (Ustl kapali olarak, araliklarin nasil kesistigine bagli olarak) geri alabilmeye dayanir, ki bu toplamlar igin (ve
diger tersinir islemler igin) temiz ¢aligir ama min/maks igin genel olarak ¢aligmaz; bir segment agaci onlari
dogrudan ele alir.

+/ Kendini sina: n=16 i¢in, update(1) neden tam olarak 5 adim tutar (i = 1, 2, 4, 8, 16) ve query(15) neden 4 v
adim tutar?

update'inadimi i += i & -i'dir. i=1'den baslayarak: 1 & -1 = 1, i 2 olur; 2 & -2 = 2, i 4 olur;sonra 8,
sonra 16 ; dongli sonra 16 <= n'i (dogru, n=16) bir kez daha kontrol eder ve i 16 'yi gegecegdi noktada durur —
dokunulan bes hiicre (1, 2, 4, 8, 16), her biri indis 1'i iceren bir araliktan sorumlu. query 'ninadimi i -= i & -
i'dir. 15, ikilik tabanda 1111 'dir; her adim en digiik ayarli bitini kaldirir: 15 -> 14 -> 12 -> 8 -> @, @ 'aulasip
durmadan once tam olarak dort sifir-olmayan deger — 15 'in ikili gdsterimindeki her 1 biti i¢in bir adim, ki bu
query 'nin maliyeti icin genel kuraldr.
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11. Teknik secme

Yapi

Diiz BST

AVL agaci

Kirmizi-siyah

agag

Splay agdaci

2-3 agaci

Segment agaci

Fenwick agaci

Ozet

En kotii durum
yiiksekligi/maliyeti

0(n)

0(log n),en siki sinir

0(log n),AVL'den biraz
daha gevsek

Amortize 0(log n),iglem-
basina en kot durum degil

0(log n), her zaman tam
dengeli

Aralik sorgusu basina
0(log n), kurulum 0o(n)

Giincelleme/sorgu basina
0(log n)

Yeniden dengeleme maliyeti

yok (kendini dengelemez)

eklemede en fazla 1 (gift)
dondiirme; silmede 0(log n)
dondiirme

eklemede ya da silmede en
fazla 1 (ift) dondiirme +
yeniden renklendirme

her erisimde kdke kadar tam
bir splay

diigim boliinmeleri, hi¢
dondiirme yok

kurulumdan sonra yok (nokta-
giincelleme eklemediyseniz)

yok

Hafta 11 — Ders Notu

Ne zaman tercih edilir

Yalniz ekleme sirasi rastgele oldugu
garantiliyse, ya da 6gretim taban
gizgisi olarak

Aramanin agir bastigi is yiikleri:
dengeli agaglar arasinda en hizli arama

Ekleme/silme/arama karigimi dengeli:
AVL'den daha az dondiirme, standart
kitliiphane segimi

Egri, "sicak anahtar" erigim oriintileri;
diigim basina ekstra bellek yok

Hafta 14'lin B-agacina kavramsal
kopri; asla anlik olarak bile egri degil

Sabit boyutlu bir dizi tizerinde ¢ok
sayida aralik toplami/min/maks
sorgusu

Sik nokta glincellemeli aralik-toplami
(ya da diger tersinir) sorgulari, asgari
bellek

Bu hafta, Hafta 4'lin sirasiz agacinin (6bek) yerine ikili arama agacinin siralama kuralini (sol kiigiik, sag biyiik) koydu; bu
da insert, search,ve li¢ durumlu bir delete i (yaprak, tek gocuk, ardil ile iki gocuk) hepsini 0(h) 'de verdi. B6lim 4
sonra tuzagi gosterdi: h,tamamen ekleme sirasina baglidir, ve sirali girdi bir BST'yi bagli listeye disdrdr, islem basina
0(n) . Dort farkh strateji bunu diizeltir, her biri farkli bir 6diinlesimle: AVL agact miimkiin olan en siki dengeyi ( bf
{-1,0,1} iginde her yerde) dort adlandiriimis dondiirme durumuyla (LL, RR, LR, RL) zorunlu kilar; kirmizi-siyah agag,
pratikte daha az dondiirme gerektiren, daha gevsek, renk tabanli bir dengeye izin verir; splay agaci hi¢ denge bilgisi
tutmaz, bunun yerine her erisilen anahtari koke tasir (zig, zig-zig, zig-zag), gergek erigim orlintllerine uyum saglayan

amortize edilmis bir 0(log n) verir; ve 2-3 agacl, kokte, yukari dogru biyiyerek, digim bolinmeleriyle dondirmeleri
tamamen atlar, bu yiizden asla anlik olarak bile dengesiz degildir. Son olarak, iki 6zel amagcli ajag, 0(log n) 'de aralik
sorularini yanitladi: segment agaci (sabit bir dizi Gizerinde agik bir agag, kurmak 0(n) , aralik-toplami sorgusu basina
0(log n) ) ve Fenwick agaci / ikili indeksli agag (ayni fikir, hi¢ agik agag olmadan — diiz bir dizive i & -i hilesi).

RTEU Bilgisayar Miihendisligi - Dr. Ogr. Uyesi Ugur CORUH - 2026-2027 Giiz

Page 129 /133



CEN207 Veri Yapllari Hafta 11 — Ders Notu

Alistirmalar

1. bst_insert.c'yi, insert 'in yeni diglimdin yerlestirildigi derinligi de (bir ¢ikti parametresiyle) dondiirecek sekilde
degistirin. "Artan sira" u¢ durumuna karsi dogrulayin: derinlik, zaten var olan anahtar sayisina esit olmaldir.

2. bst_delete.c 'nin "bitlin anahtarlar sil" ug senaryosunu kullanarak, on silmenin her birinde (¢ silme durumundan
(yaprak / tek gocuk / iki gocuk) hangisinin uygulandigini elle izleyin, ve yanitlarinizi her adimdan sonra yazdirilan
inorder ile karsilastirin.

3. h lzerinde tiimevarimla, h yiiksekligindeki diiz bir BST'nin en fazla 2#(h+1) - 1 digime sahip oldugunu kanitlayin
(tam bir ikili agagla ayni sinir), ve bu sinirin h yiiksekligindeki en az diigiim sayisi hakkinda neden higbir sey
sOylemedigini bir cimleyle agiklayin — ki bolim 4'lin kullandigi tam olarak budur.

4. avl_rotations.c 'nin rebalance fonksiyonunda, LL/LR karari height(n->left->left) i height(n->left->right)
ile karsilastirir. "Ug¢ durum: dondirme gerekmeyen bir ekleme" senaryosunun son agacini kullanarak, bu iki yiiksekligin
esit oldugu bir digum bulun ve koddan, beraberlikte hangi déndiirme tiriinin segcildigini aciklayin.

5. avl_delete.c'yi, "zor" senaryonun 6 silmesi boyunca yapilan toplam dondiirme sayisini sayip yazdiracak sekilde
degistirin. Bazi AVL adaglarinda bazi silme dizileri igin, tek bir silmenin birden fazla dondiirme tetiklemesi mimkiin
midir? Yanitinizi avl_delete 'in yapisindan gerekgelendirin.

6. red_black_insert.c 'nin "zor" senaryosunu kullanarak, insert(10) 'da, son eklemede, ii¢ diizeltme (fixup)
durumundan (1, 2, ya da 3) hangisinin ateslendigini elle belirleyin — amcanin rengini, ve bir déndiirme oluyorsa,
hangisi oldugunu adlandirin.

7. splay_tree.c 'nin "zor" senaryosu, 16 islem arasinda 8 anahtarina dort kez erisir. Programi her erisimin splay yolu
uzunlugunu (kag diigimiin tizerinden dondirildiigiini) yazdiracak sekilde degistirin, ve 8 'e sonraki erigimlerin
ilkinden daha ucuz olma egiliminde olup olmadigini yorumlayin.

8. two_three_tree_insert.c'yi bir count_nodes fonksiyonu ekleyip "zor" senaryodaki her eklemeden sonra yazdiracak
sekilde degistirin. Kok boliinmesi hangi eklemede olur, ve o adimda diigiim sayisi béliinme olmayan bir adima kiyasla
ne kadar degisir?

9. segment_tree.c yalnizca aralik-toplamini destekler. build ve query 'de aralik-minimum sorgularini desteklemek
icin nelerin degismesi gerektigini (kelimelerle, uygulamaya gerek yok) taslak olarak gizin, ve "kesisme yok: 0 dondir"
temel durumunun neden degismesi gerektigini agiklayin.

10. fenwick_tree.c 'nin "zor" senaryosunu kullanarak, query(12) 'yi elle izleyin: i hangi indisleri ziyaret eder (12, 2,
?, ...),ve her adimdan sonra kosan toplam nedir? Yazdirilan sonugla eslestigini dogrulayin.

Kendini sinama testi

/1. Diiz bir ikili arama agaci insert, search ve delete i¢in neden O(h) garanti eder, ama O(log n) garanti v
ETMEZ?

Ucii de agacin her seviyesinde en fazla bir diigiim ziyaret eder, bu yiizden maliyetleri her zaman agacin su anki
yiiksekligi h ile sinirhdir — bu kisim garantilidir. Ama h 'nin kendisi, aga¢ dengeli kalmadigi siirece 1log2(n) ile sinirh
degildir; bolim 4, sirali (ya da neredeyse sirali) ekleme sirasinin h'yi n - 1'e buyutttigiini gosterdi, ki o noktada
0(h) gergekten 0(n) 'dir.
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/2. BST silmenin iki-gocuk durumunda, ARDILIN asil diigiimiinii silmeniz, yalnizca ardilin anahtarini yerinde
iizerine yazip durmamaniz neden sart?

Ardilin anahtan simdi agacta iki kez goriiniir — bir kere silinen digimiin eski konumunda (yeni kopyalandidi yer) ve
bir kere kendi asil konumunda. ikisini de birakmak "her anahtar tam olarak bir kez goriiniir" varsayimini ihlal eder ve
(kuramsal olarak ulasilamaz ama hala bagh) bayat kopyaya ulasan sonraki aramalarda ya da silmelerde yanls
sonuglar uretebilir. Asil ardil diigiim, baska herhangi bir silme gibi ayni yaprak/tek-cocuk mantigiyla disari
ctkariimahdir.

/ 3.Bir AVL eklemesi neden en fazla BiR dondiirme (tekli ya da ciftli) gerektirebilirken, bir AVL silmesi her v
seviyede dondiirme gerektirebilir?

Bir ekleme tam olarak bir diigim ekler, bazi alt agacglarin ylksekligini tam olarak bir artirir; ortaya ¢ikan dengesizligi
dizelten tek dondiirmenin, o alt agacin yiiksekligini eklemeden 6nceki haline tam olarak geri getirdigi kanitlanmistir,
bu yiizden daha yukaridaki higbir ata dengesiz hale gelemez — diizeltme asla yayilmak zorunda kalmaz. Bir silme, bir
alt agacin yuksekligini bir azaltabilir, ve bu azalma, eklemenin artiginin geri alindigi gibi tek bir dondiirmeyle geri
alinmaz — bu yiizden dengesizlik (ve yeniden dengeleme) kdke kadar yayllmaya devam edebilir.

/4. Ikisi de O(log n) garanti ettigine gore, AVL ile kirmizi-siyah agaglar arasindaki pratik fark nedir? v

AVL'nin daha kati denge ¢arpan, ylksekligini teorik minimuma daha yakin tutar, bu da AVL agaglarini arama-agirlikli
is yukleri i¢in biraz daha hizl yapar. Kirmizi-siyahin daha gevsek kurali, bir diizeltme gerekmeden 6nce daha fazla
dengesizlige tolerans gosterir, ki bu ortalamada eklemelerin ve silmelerin bir karigiminda daha az dondiirme (ve
dolayisiyla daha az yeniden yapilandirma isi) anlamina gelir — bu yiizden genel amagcl kiitliphane uygulamalar (C++
std: :map, Java TreeMap ) tipik olarak AVL yerine kirmizi-siyahi seger.

/5. Bir splay agacinin amortize maliyeti erigsim bagina O(log n)'dir, ama TEK BIR erigim O(n) tutabilir. Bu iki v
gercegi uzlagtirin.

‘Amortize" demek, m erigimlik herhangi bir dizinin top/lam maliyetinin 0(m log n) ile sinirli oldugu demektir — bazi
tekil erisimler pahali olabilir (0 anda adac derinden egikse 0(n) 'ye kadar), ama o pahali erisimin yaptidi splaylama da
agacin bigimini iyilestirir, gelecekteki erigimler i¢in "6nceden 6der". Biitiin dizi boyunca ortalaninca, erisim basina
maliyet 0(log n) 'e gikar, hicbir tek erigim bireysel olarak o siniri garanti etmese bile.

/6. Bir 2-3 agaci, AVL ve kirmizi-siyah agaclarin aksine, neden hi¢ dondiirme gerektirmez? v

AVL ve kirmizi-siyah agaclar dengesizligi olduktan sonra, yerel olarak, bir dondiirmeyle dizeltir. Bir 2-3 agaci bunun
yerine dengesizligi yapisal olarak imkansiz kilar: her yaprak, insa geregi ayni derinlikte olmak zorundadir, ve bir
anahtar eklemenin tek yolu bir diigimii (gegici olarak 3 anahtara) biiyiitmek ve sonra onu hemen béliip orta anahtari
yukari tagimaktir. Agag, dengesizlige neden olacak tam olarak ayni adimin bir pargasi olarak diizeltilir, ayri bir onarim
asamasina asla gerek duymaz.
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/7. Bir segment agacinin BiGiMi, bu haftaki her BST-ailesi agacinin aksine, veri degerlerinden neden v
tamamen bagimsizdir?

Bir segment agacinin yapisi tamamen [0, n-1] indis araliginin 6zyinelemeli yarilanmasiyla belirlenir — digim i
her zaman yalnizca i 'nin ajagtaki konumu ve n 'e gore kararlastirilan bir araligi kapsar, higbir dizi degerine gore
degil. Buna karsilk bir BST-ailesi agacinin bigimi, ekleme sirasindaki anahtar degerleri arasindaki karsilagtirmalarla
kararlastirilir, ki bu tam olarak ekleme sirasinin (b&liim 4) onu bozabilmesinin nedenidir.

/8. Bir Fenwick agacinin verimli desteklemesi i¢gin bir igslemin sahip olmasi gereken belirli 6zellik nedir, ve v
bu neden aralik-minimum sorgularini diglar?

islem tersinir (invertible) olmalidir — biiyiik bir aralik {izerindeki birlesik sonug ve onun bir kismi iizerindeki sonug
verildiginde, geri kalani tizerindeki sonucu kurtarabilmelisiniz (gikarma, toplamayi geri alir). Aralik toplami buna uyar:
sum(1..r) - sum(1..1-1), sum(1l..r) yi verir. Minimum uymaz: min(1..r) ve min(1..1-1) 'i bilmek, genel olarak
min(1l..r) 'yi kurtarmaniza izin vermez, ¢linkii minimum hangi degerlerin ona katkida bulundugunu "unutur”, bu
ylizden geri ¢ikarilacak higbir sey yoktur.

v/ 9.1 & -i, pozitif bir tamsayi i i¢in en diisiik ayarh biti neden dogru sekilde yalitir? v

ikiler tiimleyeni gosteriminde, -i, ~i + 1 olarak hesaplanir. i 'nin her bitini cevirmek (~i ile) ve 1 eklemek, asil

i 'nin her art arda gelen @ bitinden gegen bir elde (carry) yaratir, onlari 1 ‘e gevirir, i 'nin en diigiik 1 bitine ulagana
kadar, ki o bit @ olur (elde orada durur). O en disiik ayarli bitin lzerindeki her bit, -i 'de i 'ye gore gevrilmis olarak
biter, o bitte ya da altinda olan her bit ise eslesir — bu ylizden i & (-i), farkli olan (gevrilmisg) her biti iptal eder ve
yalnizca ikisinin uyustugu tek biti birakir: i 'nin en diisiik ayarli bitinin kendisini.

+/ 10. Bir meslektasiniz 'en dengeli segenek ve kiitiiphane-test edilmis oldugu i¢in' her zaman kirmizi-siyah v
agac kullanmayi 6neriyor. Onaylamadan once onlara ne sorardiniz?

is yiikiiniin arama-agirlikliya mi (AVL'nin daha siki sinirini destekler), az sayida yapisal degisiklikle kiiciik bir sicak-
anahtar kiimesine dogru yiiksek derecede egik mi (bir splay agacinin uyumlulugunu ve diigiim basina daha diisiik
bellegini destekler), tek-anahtarli sorular yerine aralik sorularini mi yanitladigina (bir segment ya da Fenwick agacini
destekler), ya da daha sonra disk-destekli bir yapiya mi beslendigine (2-3 agacinin Hafta 14'teki B-agacina dogrudan
genellemesini destekler) yakin olup olmadigini sorardim — bélim 11'in tablosu tam olarak "en dengeli"nin 6nemli
olan tek eksen olmadigi igin var; dogru segim, is yikiiniin yapidan gergekte ne istedigine baglidir.

lleriye bakis

Hafta 12 dizgelere (strings) geri doner: dizge-eslestirme algoritmalari ve trie, dizgeleri sayisal karsilagtirmayla degil
paylasilan 6neklere (prefix) gére saklamak ve aramak igin 6zellesmis bir aga¢ — bu haftadaki herhangi bir seyden
gergekten farkli bir "agac" bigimi kullanma yolu. Hafta 13, dogrudan ve sirali dosya organizasyonunu ele alir, ve Hafta 14,
bu haftanin 2-3 agacini (b6lim 8) "diigim basina 1 ya da 2 anahtar"dan "diigiim basina en fazla m - 1 anahtar'a
genellestiren B-agacini tanitir; 6zellikle bir aga¢ diigiimuniin tam olarak bir disk bloguna sigmasi igin ayarlanmistir — bu
haftanin bellek-i¢ci dengeleme fikrini, gergek veritabani indekslerinin gogunun altinda yatan yapiya donistuirdr.
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